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Zusammenfassung

Zur Quantifizierung von Marktpreis- und Kreditrisiken werden die unterschiedlichsten

Ansätze diskutiert, modifiziert und angewendet. Jedoch gibt es eine Vielzahl von Risi-

ken, deren Quantifizierung bis dato noch nicht abschließend gelungen ist. Zu dieser Ri-

sikokategorie gehören auch die Zinsstrukturrisiken. Ziel dieses Arbeitspapiers ist es, ei-

nen möglichen Ansatz zur Quantifizierung dieses alle zinsabhängigen Instrumente be-

einflussenden Risikos mit Hilfe des Value at Risk Konzepts vorzustellen, zu diskutieren

und gegebenenfalls einen Lösungsvorschlag für auftretende Probleme zu unterbreiten.

Abstract

In order to measure market and credit risks different approaches are discussed, modified

and applied. But there are still lots of risks, e.g. the risk of changing interest rate struc-

ture, whose measurement has not finally been successful. This working paper follows

the intention to introduce and discuss a possible approach to measure such kind of risks

using the value-at-risk concept. At the end possible solutions of appearing problems are

considered.
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1. Problemstellung

Charakteristisch für die wirtschaftliche Entwicklung der letzten Jahre war eine fort-

schreitende Internationalisierung, eine zunehmende Verflechtung und eine erhöhte Vo-

latilität der internationalen Finanzmärkte. Damit einher ging eine Zunahme des Han-

delsvolumen von Finanzderivaten. Dies hat dazu geführt, dass Kreditinstitute im Rah-

men ihrer Handelsgeschäfte in zunehmendem Maße unterschiedlichsten Risiken ausge-

setzt sind. Der Bedeutung der Steuerung bzw. Absicherung von Risiken in Kreditinsti-

tuten tragen nicht zuletzt die zunehmenden aufsichtsrechtlichen Erfordernisse Rech-

nung.

Doch bevor Risiken gesteuert bzw. abgesichert werden können, müssen sie möglichst

genau quantifiziert werden. Während zur Quantifizierung von Marktpreis- und Kreditri-

siken mittlerweile die unterschiedlichsten Ansätze diskutiert, modifiziert und angewen-

det werden, gibt es eine Vielzahl von Risiken, deren Quantifizierung bis dato noch nicht

abschließend gelungen ist. Zu dieser Risikokategorie gehören auch die Zinsstrukturrisi-

ken.

Das Zinsstrukturrisiko wird allgemein als das Risiko einer nicht-parallelen Verschie-

bung der Zinskurve angesehen. Diese Verschiebung kann zu einer negativen Verände-

rung der Marktwerte von Finanzinstrumenten führen. Das Zinsstrukturrisiko beinhaltet

ein Volatilitätsrisiko und ein Zinskurvenänderungsrisiko (z.B. von einer �normalen� zu

einer �inversen� Zinskurve bzw. -struktur).1

Ziel dieses Arbeitspapiers ist es, einen möglichen Ansatz zur Quantifizierung dieses alle

zinsabhängigen Instrumente beeinflussenden Risikos mit Hilfe des Value at Risk Kon-

zepts vorzustellen, zu diskutieren und gegebenenfalls einen Lösungsvorschlag für auf-

tretende Probleme zu unterbreiten.

Hierbei werden die drei Konzepte �Key Rate Durations�, �Faktoranalyse� und �Value

at Risk� verwendet. Anhand der Key Rate Durations wird die Preissensitivität eines Fi-

nanzinstruments bezüglich einer Veränderung eines Zinssatzes einer bestimmten Lauf-

zeit gemessen. Danach sollen unter Verwendung der Faktoranalyse Schwankungen von

Zinssätzen beschrieben werden.

                                               

1 Vgl. Chen, L. (1996), S. 105.



5

Mit dem Value at Risk, der hier anhand eines Delta-Gamma-Ansatzes bestimmt wird,

kann daran anschließend ein wahrscheinlicher Verlust einer Position oder eines Porte-

feuilles aufgrund einer Veränderung der Zinsstruktur ermittelt werden.

2. Prozess der Quantifizierung des Zinsstrukturrisikos

Die Quantifizierung des Zinsstrukturrisikos erfolgt in folgenden Teilschritten:

(i) Zunächst werden die in einem Portefeuille enthaltenen Positionen in ihre einzelnen

Cash Flows zerlegt. (2.1.)

(ii) Diese Cash Flows werden den ihren Fälligkeitszeitpunkten entsprechenden Spot

Rates zugewiesen. Hierbei wird der Einfluss der Risikofaktoren auf die Preissensi-

tivität bestimmt. Die Preissensitivität der einzelnen Cash Flows wird anhand der

Key Rate Durations und der Key Rate Convexities festgelegt. (2.2.)

(iii) In einem dritten Schritt werden mit Hilfe der Faktoranalyse Szenarien für die Ent-

wicklung der Key Rates dargestellt. Dabei wird die Volatilität der Zinssätze durch

die in der Faktoranalyse ermittelten Faktoren beschrieben. (2.3.)

(iv) Im vierten und letzten Schritt erfolgt schließlich die Bestimmung des Value at Risk

anhand des Delta-Gamma-Ansatzes. (2.4.)

2.1. Zerlegung der Positionen in einzelne Cash Flows

Die Zerlegung der Finanzinstrumente eines Portefeuilles in ihre einzelnen Bestandteile

dient dazu, das Zinsstrukturrisiko besser analysieren zu können. Deshalb werden in ei-

nem ersten Teilschritt zur Quantifizierung des Zinsstrukturrisikos die in einem Porte-

feuille enthaltenen Positionen in ihre Einzelbestandteile aufgeteilt (Stripping der Posi-

tionen). Das Ziel des Stripping ist hier die Zerlegung von Finanzinstrumenten in ihre

einzelnen Cash Flows. Diese Cash Flows stellen im Falle von festverzinslichen Anlei-

hen jeweils Werte synthetischer Zerobonds dar.2

                                               

2 Vgl. Eller, R./Deutsch, H.P. (1998), S. 182. In der Praxis werden festverzinsliche und variabel ver-
zinsliche Anleihen und Swaps gestrippt.
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2.2. Zuweisung von Spot Rates

Die durch das Stripping entstandenen einzelnen Cash Flows sind in der Regel zu unter-

schiedlichen Zeitpunkten fällig. Sie werden derjenigen Key Rate zugeteilt, die für das

Fälligkeitsdatum gültig ist. Die Preissensitivität der einzelnen Cash Flows wird anhand

der Key Rate Durations und der Key Rate Convexities festgelegt. Nachdem die einzel-

nen Cash Flows den Key Rates zugewiesen worden sind, wird ihr Marktwert ermittelt,

indem sie mit der jeweiligen Key Rate diskontiert werden.

2.2.1. Key Rate Duration

Das Konzept der Key Rate Duration wurde von Chambers/Carlton (1988)3 sowie von

Ho (1992)4 entwickelt. Sie versuchten als erste, die nicht-parallele Verschiebung der

Zinsstrukturkurve zu quantifizieren, und erkannten, dass sich die einzelne Zinssätze auf

der Zinsstrukturkurve zu bestimmten Zeitpunkten in unterschiedlicher Stärke und gege-

benenfalls in verschiedener Richtung entwickeln können. So können Portefeuilles auf

Veränderungen der Zinsstruktur in unterschiedlicher Weise reagieren. Ihre Marktwerte

ändern sich nicht in gleicher Intensität und nicht unbedingt in gleicher Richtung.5

Im Falle einer Veränderung der kurzfristigen Zinssätze bei Konstanz der langfristigen

Zinssätze ändern sich die Werte von Portefeuilles, die zu einem großen Teil aus kurzfri-

stigen Anlagen bestehen, stärker als diejenigen Portefeuilles mit mehrheitlich langfristi-

gen Anlagen. Ferner reagieren verschiedene Arten von zinsabhängigen Instrumenten in

unterschiedlicher Weise auf Veränderungen der Zinsstruktur. Beispielsweise reagieren

Optionen auch auf Veränderungen in der Form der Zinsstruktur, während Zero Bonds

nur gegenüber Veränderungen im Bereich des Fälligkeitsdatums empfindlich sind.

Diese Schwächen sollen mit dem Konzept der Key Rate Duration behoben werden, mit

dem das Risiko einer sich verändernden Zinsstruktur gemessen werden kann. Mit Hilfe

der Key Rate Duration wird die Preissensitivität einer Anleihe aufgrund ihrer Reaktion

auf die Veränderung einzelner Key Rates ergründet.

                                               

3 Chambers, D.R./Carlton, W.T. (1988), S. 163-181.
4 Ho, T.S.Y. (1992), S. 29-44. Der Begriff �Key Rate Duration� wurde insbesondere von Ho geprägt.
5 Vgl. im Weiteren Ho, T.S.Y. (1992), S. 29-33.
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2.2.2. Bestimmung der Key Rate Durations

Zur Ermittlung der Key Rate Durations werden in einem ersten Schritt die relevanten

Key Rates festgelegt und deren Bewegungen bestimmt. Hieraus werden in einem zwei-

ten Schritt die jeweiligen Key Rate Durations berechnet. Mit diesem Konzept können

nicht-parallele Zinsstrukturänderungen als Kombination von Veränderungen der einzel-

nen Key Rates dargestellt werden, da sich die jeweiligen Key Rates in den verschiede-

nen Segmenten der Zinsstruktur in unterschiedlicher Weise bewegen können.

2.2.2.1. Festlegung der Key Rates

Für die Berechnung der Key Rate Durations müssen zunächst die Key Rates determi-

niert werden. Key Rates stellen Schlüsselrenditen bzw. -zinssätze dar, durch deren Be-

wegung die Marktwertsensitivität einer Zinsrisikoposition festgelegt wird. Die Anzahl

der Key Rates ist beliebig wählbar, jedoch erscheint es angemessen, die Key Rates ent-

sprechend der Charakteristika der betrachteten Zinsrisikopositionen und unter Berück-

sichtigung des Steuerungsziels der Analyse festzulegen.6 Berechnet man beispielsweise

die Key Rate Duration einer Kuponanleihe, so wählt man die Key Rates idealerweise

so, dass die Zinssätze mit den Zeitpunkten übereinstimmen, zu denen Kuponzahlungen

anfallen. Soll das Zinsrisiko eines Portefeuilles gemessen werden, so sollten die Key

Rates möglichst zu den Zeitpunkten festgelegt werden, zu denen die meisten Cash

Flows fällig sind. Es sollte außerdem eine größere Anzahl an Key Rates in Laufzeit-

segmenten bestimmt werden, in denen das Zinsrisiko vergleichsweise hoch ist.7

Die Key Rates werden zu einem Vektor r  zusammengefasst, der die Preissensitivität

einer Anleihe bezüglich der Veränderung einzelner Zinssätze beschreibt:
















=

r

r
r

tn

1t

M

mit:

rti  = Key Rate i zum Zeitpunkt t.

                                               

6 Vgl. Schierenbeck, H. (1997), S. 74.
7 Vgl. Bühler, A. (1999b), S. 342.
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Verändern sich alle Key Rates um den gleichen Betrag und in die gleiche Richtung, so

entspricht die Veränderung der Zinskurve einer Parallelverschiebung.

2.2.2.2. Berechnung der Key Rate Durations

Key Rate Durations können analytisch bestimmt oder numerisch approximiert werden,

wobei eine analytische Bestimmung nur dann möglich ist, wenn das zeitliche Anfallen

der Cash Flows einer Zinsrisikoposition mit den Laufzeiten der gewählten Key Rates

übereinstimmt.8

Im Falle einer analytischen Bestimmung wird die Key Rate Duration analog zur Modi-

fied Duration9 folgendermaßen berechnet:

P
)r ti1(

CFt

r1
1

P
dr
dP

KRD
t

t

ti

ti
i

+
⋅

+
=−=

mit:

KRDi = Key Rate Duration i
rti = Key Rate i
t = (Rest-)Laufzeit
CFt = Cash Flow zum Zeitpunkt t.

Stimmen die Zeitpunkte der Cash Flows einer Zinsrisikoposition nicht mit den Lauf-

zeiten der gewählten Key Rates überein, so müssen die Key Rate Durations numerisch

berechnet (approximiert) werden. Dies gilt auch für komplexere Wertpapiere wie bei-

spielsweise kündbare Anleihen, Swaptions, Caps oder Floors. In diesem Fall ist die nu-

merische Approximation mit dem Prinzip der Berechnung des Preises einer Aktienopti-

on mit dem Black-Scholes-Modell vergleichbar.10 Während bei der Berechnung von

Aktienoptionen die mutmaßliche Entwicklung der Aktienpreise in der Zukunft model-

liert werden, wird im Falle eines zinsabhängigen Wertpapiers die wahrscheinliche Ent-

wicklung des zukünftigen Zinssatzes modelliert.

                                               

8 Vgl. Schierenbeck, H. (1997), S. 75.
9 Zur Modified Duration (nach Hicks) vgl. grundlegend Hicks, J.R. (1939); Steiner, M./Bruns, C.

(2000), S. 155-161.
10 Vgl. Bühler, A. (1999b), S. 344.
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Die Key Rate Duration entspricht dann dem negativen Wert der prozentualen Preisver-

änderung aufgrund einer Veränderung der i-ten Key Rate. Numerisch wird die Key Rate

Duration folgendermaßen bestimmt:

s
P

PP

r
P

PP

KRD
ti

i

ti

i

i

−

=
∆

−

=

mit:

KRDi = Key Rate Duration i
P = Preis des Finanzinstruments
Pi = Preis nach Veränderung der i-ten Key Rate.
rti = i-te Key Rate zum Zeitpunkt t
sti = Veränderung der i-ten Key Rate zum Zeitpunkt t.

Die einzelnen Key Rate Durations lassen sich zu einem Vektor KRD zusammenfassen:
















=

KRD

KRD
KRD

n

1

M .

2.2.3. Key Rate Convexities

Analog zur Convexity,11 welche die nicht-lineare Beziehung von Preis und Rendite be-

schreibt, können Key Rate Convexities berechnet werden, um ein exakteres Ergebnis zu

ermitteln. Die zusätzliche Berücksichtigung von Key Rate Convexities erscheint dann

sinnvoll, wenn einige der betrachteten Wertpapiere eines Portefeuilles nicht-lineare Ri-

siken aufweisen, die nicht durch die lineare Maßzahl Key Rate Duration dargestellt

werden können.

Key Rate Convexities stellen die zweite Ableitung des Wertes nach der Key Rate i dar.

Sie sind die zweite Ordnung einer Taylor-Reihe. Die Key Rate Convexity wird für eine

gleichzeitige Veränderung der Key Rates ri und rj folgendermaßen definiert:12

                                               

11 Zur Convexity vgl. u.a. Diwald, H. (1999), S. 35-40; Steiner, M./Bruns, C. (2000), S. 161-164.
12 Vgl. Ho. T.S.Y./Chen, M.Z.H./Eng, F.H.T. (1996), S. 92.
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P
rdrd

Pd

KRC
ji

2

i =

mit:

KRCi = Key Rate Convexity i
P = Preis des Finanzinstruments.

Die Key Rate Convexities werden numerisch bestimmt. Während die Key Rate Dura-

tions zu einem Vektor zusammengefasst werden, ergeben die Key Rate Convexities ei-

nes Finanzinstruments eine nxn-Matrix, da die Preissensitivität bezüglich zweier Key

Rates gleichzeitig berücksichtigt wird.13 Ihre Berechnung scheint angemessen bei Wert-

papieren mit (nicht-linearen) Optionseigenschaften. Das nicht-lineare Risiko von Optio-

nen, das sogenannte Gamma-Risiko, stellt eine Veränderung des Optionsdeltas bezüg-

lich des Preises der zugrunde liegenden Anleihe dar. Im Fall von Optionen ergibt sich

das gesamte Risiko aus der Summe von Key Rate Duration und Key Rate Convexity.

2.2.4. Bestimmung des Einflusses der Risikofaktoren auf die Preisentwicklung

Die Preissensitivitäten der Cash Flows können nun mit Hilfe der Key Rate Durations

und der Key Rate Convexities bestimmt werden.

Dazu wird eine erste mxn-Matrix KRD, in welcher die Finanzinstrumente die Zeilen

und die Key Rates die Spalten ausfüllen, gebildet:
















=

KRDKRD

KRDKRD

tn,n1t,m

tn,11t,1

L

MMM

L

KRD

mit:

KRDi,ti = Key Rate Duration i zum Restlaufzeitpunkt ti.

                                               

13 Vgl. McCoy, W.F. (1995), S. 101 (Endnote).
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Eine zweite mxn-Matrix KRC mit gleichen Zeilen- und Spaltendefinitionen enthält die

Key Rate Convexities:
















=

KRCKRC

KRCKRC

tn,n1t,m

tn,11t,1

L

MMM

L

KRC

mit:

KRCi,ti = Key Rate Convexitiy bezüglich der Key Rate i zum Restlaufzeitpunkt ti.

2.3. Entwicklung von Szenarien für die Zinsentwicklung

Im nächsten Teilschritt müssen Szenarien für die Entwicklung der Zinsstruktur entwik-

kelt werden. Hierzu kann auf die Faktoranalyse zurückgegriffen werden, welche von

Litterman/Scheinkman (1991) zum ersten Mal im Rahmen der Untersuchung der Zins-

struktur angewandt wurde.14 Durch die Faktoranalyse können typische Zinsstrukturver-

änderungen anhand von historischen Daten beschrieben werden. Führt man eine Fakto-

ranalyse anhand von Key Rate Daten durch, so können die extrahierten Faktoren die

Veränderungen der individuellen Key Rates beschreiben. Litterman/Scheinkman extra-

hieren in ihren Untersuchungen die drei Faktoren �level�, �steepness� und �curvature�,

durch welche die Schwankungen der Zinssätze fast vollständig erklärt werden können.15

Die Durchführung der Faktoranalyse erfolgt in fünf Teilschritten. Zunächst werden

möglichst homogene Variablen ausgewählt und deren Korrelationen zueinander ermit-

telt. Diese werden in einer Korrelationsmatrix zusammengestellt.

                                               

14 Vgl. Litterman, R./Scheinkman, J. (1991), S. 54-61.
15 Es hat sich herausgestellt, dass die drei wesentlichen, voneinander unabhängigen Faktoren �level�

(Beschreibung der Niveauänderung der Zinsstrukturkurve; Parallelverschiebung der Zinsstruktur-
kurve), �steepness� (Beschreibung der Steigungsveränderung der Zinsstrukturkurve; Drehung der
Zinsstrukturkurve) und �curvature� (Beschreibung der Krümmungsveränderung der Zinsstruktur-
kurve) die Veränderungen der betrachteten Zinssätze fast vollständig beschreiben können. Der Fak-
tor �level� beschreibt die Niveauveränderung der Zinskurve und entspricht in den Untersuchungen
von Litterman/Scheinkman im Wesentlichen einer Parallelverschiebung der Zinskurve. Da die Fak-
toren voneinander unabhängig sind, beschreiben sie additiv die Veränderung der Zinsstruktur. Die
Gültigkeit dieser Faktoren konnte in zahlreichen empirischen Untersuchungen internationaler Fi-
nanzmärkte bestätigt werden. Vgl. u.a. Dahl, H. (1993); Bühler, A./Zimmermann, H. (1994); Knez,
P.J./Litterman, R./Scheinkman, J. (1994); Barber, J.R./Copper, M.L. (1996); Falkenstein,
E./Hanweck, J. (1997); Golub, B.W./Tilman, L.M. (1997); Freisleben, B./Ripper, K. (1998).
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Es wird vermutet, dass für die Korrelation von zwei Variablen eine hinter diesen beiden

Variablen stehende Größe - ein Faktor - steht, welche die Ursache für die Entstehung

der Korrelation darstellt, jedoch nicht direkt beobachtbar ist. Danach erfolgt die Extrak-

tion der Faktoren aus den Variablen. Dabei wird von der Grundannahme ausgegangen,

dass sich jeder Beobachtungswert einer Ausgangsvariablen als Linearkombination von

mehreren unabhängigen Faktoren beschreiben lässt. Die einzelnen Faktoren werden mit

den Faktorladungen, die den Zusammenhang zwischen dem Faktor und einer Aus-

gangsvariablen angeben, multipliziert.16 Unter den Prämissen �Linearverknüpfung� und

�Unabhängigkeit� der Faktoren gilt, dass die Korrelationsmatrix durch die Faktorladun-

gen reproduziert werden kann (Fundamentaltheorem). Im nächsten Schritt werden mit

Hilfe eines Hauptkomponentenverfahrens Kommunalitäten festgelegt.17 Dazu wird das

Fundamentaltheorem um einen Störfaktor ergänzt, welche für den nicht durch die Fak-

toren erklärten Varianzanteil steht. Daraufhin wird die Anzahl der Faktoren anhand sta-

tistischer Kriterien bestimmt. In einem nächsten Schritt werden die Faktoren interpre-

tiert. Als Interpretationshilfe dienen die vormals ermittelten Faktorladungen. Aufgrund

der benutzten Hauptkomponentenanalyse erfolgt in diesem Schritt keine kausale Inter-

pretation der Faktoren. Es sollen lediglich die Faktoren gefunden werden, welche die

Varianz einer Variablen möglichst umfassend beschreiben. In einem letzten Schritt

werden schließlich die Faktorwerte, die die Ausprägung der Faktoren bezüglich der

Objekte darstellen, bestimmt.18

Zur Ermittlung der Faktoren level, steepness und curvature wird eine Normalverteilung

der Risikofaktoren, in diesem Fall eine Normalverteilung der Key Rates angenommen.19

Die Faktoren werden aus der Kovarianzmatrix extrahiert.

Die Veränderung einer Key Rate rti um sti kann additiv durch die Faktoren beschrieben

werden:20

                                               

16 Die Faktorladung ist der Korrelationskoeffizient zwischen Faktor und Variable. Sie gibt das Ge-
wicht an, mit welchem ein Faktor die Varianz einer Variablen erklären kann.

17 Ziel der Hauptkomponentenanalyse ist es, die Datenstruktur durch möglichst wenige Faktoren zu
reproduzieren.

18 Vgl. zur Faktoranalyse stellvertretend für viele Backhaus, K. et al. (1996), S. 190-254.
19 Vgl. Golub, B./Tilman, L.M. (2000), S. 89.
20 In Anlehnung an Bode, H.J. (1998), S. 206-207.
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FfFfFfFfs uuiccissilliti ∑=++=

mit:

Fu = Faktor u
Fl = level Faktor
Fs = steepness Faktor
Fc = curvature Faktor
f ui  = Faktorladung (Einfluss des Faktors u auf die Key Rate i bzw. Erklärungsanteil des
Faktors u an der Variabilität der Key Rate i).

Umgekehrt stellen die extrahierten Hauptkomponenten eine Linearkombination der

Veränderungen der ursprünglichen Key Rates dar:21

sfF j

n

1j
uju ⋅∑=

=
.

Die Beschreibung der Änderung aller Key Rates anhand der drei Faktoren erfolgt in ei-

ner Matrix. Die Reihen stehen dabei jeweils für einen Faktor, während die Spalten je-

weils für die Veränderung einer Key Rate stehen. Es sei S  der Vektor, welcher die Be-

ziehung der Faktoren und der Key Rate Veränderungen zusammenfasst. Die Matrix

lautet dann:

F
FfFf
FfFf
FfFf

F
F
F

ff
ff
ff

S

ccnc1c

ssns1s

llnl1l

c

s

l

cn1c

sn1s

ln1l

⋅=















=
















⋅















= F

L

L

L

L

L

L

mit:

S  = Vektor der Key Rate Veränderungen
F = Faktorladungsmatrix
F  = Vektor der Faktoren.

Die Key Rate Duration kann somit durch die drei Faktoren beschrieben werden. Nimmt

man den numerischen Ansatz für die Bestimmung der Key Rate Duration, so kann sie

folgendermaßen bestimmt werden:

                                               

21 Vgl. im Weiteren Golub, B./Tilman, L.M. (2000), S. 95.
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∑

−

=

−

=
∆

−

=
Ff

P
PP

s
P

PP

r
P

PP

KRD
uui

i

ti

i

ti

i

i .

Verändert sich der Wert eines der Faktoren, so ändert sich die Höhe der Key Rate Du-

ration i und damit die Sensitivität einer Anleihe bezüglich der Key Rate i. Die Preissen-

sitivität einer Anleihe gegenüber eines Faktors bezüglich einer Key Rate kann folgen-

dermaßen dargestellt werden:

fKRD
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=
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In der Matrix-Schreibweise sieht die Darstellung der Hauptkomponenten durch die Ver-

änderungen der Key Rates folgendermaßen aus:
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Da angenommen wird, dass die Veränderungen der Key Rates normalverteilt sind, und

da die Faktoren Linearkombinationen der Key Rate Veränderungen sind, kann bei den

Faktorschwankungen ebenfalls von einer Normalverteilung ausgegangen werden.

Die Faktorladungen eines Faktors sind die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix der Key

Rates und gleichzeitig die Eigenwerte.22 Dies führt zu folgender Gleichung:
















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

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






⋅∑

f

f

f

f

un

1u

u

un

1u

MM

mit:

Σ = Kovarianzmatrix
λu = Eigenwert des Faktors u
fui = Faktorladung der Key Rate i des Faktors u.

                                               

22 Eigenwerte sind die Summe der quadrierten Faktorladungen eines Faktors über alle Key Rates (vgl.
Backhaus, K. et al. (1996), S. 226).
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Die Eigenwerte der Faktoren bilden die Diagonalmatrix Λ. Die Eigenwerte stellen die

Varianzen der Faktoren dar.23 Der Ausdruck λu  steht für die Standardabweichung des

Faktors u. Auf diese Eigenschaften soll nun zurückgegriffen werden, um Szenarien für

die Veränderungen der Key Rates zu erstellen.

Die Veränderung der Spot Rates kann durch die Faktoren und die jeweiligen Faktorla-

dungen beschrieben werden:

Ffs uuiti ∑= .

Zur späteren Berechnung des Value at Risk werden die Kovarianzen der einzelnen Key

Rates benötigt. Die Kovarianz kann anhand der Faktoren folgendermaßen beschrieben

werden:24

σ∑ ∑=∑∑σ=σ
= =

uvjv

n

1u

n

1v
iuvvjuiu

2
ij ff)Ff,Ff(

mit:

σij  = Kovarianz der Key Rates i und j

σuv  = Kovarianz der Faktoren u und v.

Die Kovarianz der Faktoren u und v ist wiederum:

sonst,
vufür ,    

0
λ

σ u
uv

=





= .

Da die Faktoren laut Definition unkorreliert sind, ergeben sich lediglich die Kovarian-

zen der einzelnen Faktoren mit sich selbst, welche wiederum der Varianz entsprechen.

Somit kann die Kovarianz zweier Key Rates folgendermaßen berechnet werden:

λ∑=σ uujuiij ff .

Auf diese Weise können die Veränderungen der Key Rates und die jeweiligen Kovari-

anzen durch die Faktoren beschrieben werden.

                                               

23 Vgl. Golub, B./Tilman, L.M. (2000), S. 99.
24 Vgl. im Folgenden Golub, B./Tilman, L.M. (2000), S. 148.
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Die Faktordurations lassen sich schließlich durch die Key Rate Durations wie folgt be-

schreiben:25

( )FKRDT

D
D
D

D
T

c

s

l

eff =















=

mit:

Dl = level Duration
Ds = steepness Duration
Dc = curvature Duration
KRD

T  = transponierter Key Rate Duration Vektor
F = Faktorladungsmatrix der Faktorladungen f ui .

Voraussetzung für die Gültigkeit der Faktordurations ist, dass die in der Faktoranalyse

verwendeten Zinssätze mit den Key Rates identisch sind. Die level, steepness und cur-

vature Durations sind linear unabhängig. Sie sind als Sensitivität einer Anleihe bezüg-

lich eines Faktors zu interpretieren. Sie entsprechen somit der Preissensitivität einer

Anleihe bezüglich eines Faktors.

2.4. Bestimmung des Value at Risk anhand des Delta-Gamma-Ansatzes

Der Value at Risk wird hier anhand des Delta-Gamma-Ansatzes bestimmt, da in diesem

Ansatz auch die nicht-linearen Beziehungen, welche charakteristisch für Optionen sind,

berücksichtigt werden.26 Dies erweitert das Anwendungsspektrum und für zudem zu ei-

nem genaueren Ergebnis.

Zuerst müssen aus dem vorhandenen historischen Datenmaterial die relevanten Risiko-

faktoren ermittelt werden.27 Dies geschieht in der Regel durch die Ermittlung der Sensi-

tivität einer betrachteten Risikoposition bezüglich einer Veränderung des Risikofaktors.

                                               

25 Vgl. Freisleben, B./Ripper, K. (1998), S. 267.
26 Zum Value at Risk vgl. grundlegend Jorion, P. (1997); Bühler, A. (1999a); Jendruschewitz, B.

(1999); Meyer, C. (1999). Der Value at Risk ist definiert als der maximale, mit einer vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit erwartete Verlust einer Einzelposition (Cash Flow) oder eines Portefeuilles ge-
messen in Geldeinheiten innerhalb eines bestimmen Zeitraumes.

27 Es sei darauf hingewiesen, dass der Begriff Risikofaktor nicht gleichzusetzen ist mit den Faktoren
der Hauptkomponentenanalyse, welche im Rahmen der Faktoranalyse angesprochen wurden. Bei
den Risikofaktoren, die im ersten Schritt zu bestimmen sind, handelt es sich um jene Faktoren, wel-
che sich auf das Preisverhalten einer Position oder eines Portefeuilles, wie z.B. die Veränderung der
einzelnen Spot Rates, auswirken.



17

Im nächsten Schritt wird der Einfluss der Risikofaktoren auf die Preisentwicklung un-

tersucht, indem Erwartungswerte und Standardabweichungen für die Risikofaktoren be-

rechnet werden. Aus den Ergebnissen der Schritte zwei und drei werden in einem vier-

ten Schritt Szenarien bezüglich der Entwicklung der Preise der Risikoposition oder des

Portefeuilles ermittelt. Für das Aufstellen der Szenarien gibt es zahlreiche Verfahren.28

Abschließend wird der Value at Risk anhand der in den vorherigen Schritten ermittelten

Daten für ein bestimmtes Konfidenzniveau berechnet.

Bevor der Value at Risk berechnet werden kann, muss beachtet werden, dass die ver-

wendeten Volatilitäten die Preisvolatilitäten der im Portefeuille enthaltenen Positionen

und nicht die Volatilitäten der Risikofaktoren sind. Hier werden jedoch die Volatilitäten

der Risikofaktoren untersucht. Folglich müssen die Preisvolatilitäten in die Volatilität

der Risikofaktoren transformiert werden:29

σ≈σ itiiiPr rKRD

mit:

σ iPr  = Preisvolatilität des Cash Flows i
σi  = Standardabweichung der Key Rate i.

Der Delta-Gamma-Ansatz berücksichtigt nicht-lineare Risiken. Die Wertveränderung

durch nicht-lineare Risiken kann anhand einer Taylor-Reihe beschrieben werden. Die

Taylor-Reihe zweiter Ordnung lautet:30

                                               

28 Unterschieden wird im Allgemeinen zwischen analytischen und numerischen Verfahren. Zu den
analytischen Verfahren zählen u.a. die Varianz-Kovarianz-Methode, der Delta-Normal-Ansatz und
der Delta-Gamma-Ansatz. Zu den numerischen Verfahren gehören u.a. die Monte Carlo-Simulation
und die Historische Simulation. Vgl. hierzu beispielhaft RiskMetricsTM (1996); Jorion, P. (1997);
Brandt, C./Klein, S.P. (1998). Die Entscheidung für ein bestimmtes Verfahren liegt letztendlich in
den Charakteristika der zu untersuchenden Positionen und in den individuellen Präferenzen sowie
informationstechnischen und finanziellen Möglichkeiten der einzelnen Risikomanager.

29 Vgl. Dowd, K. (1998), S. 67. Es ist zu beachten, dass in den Ausführungen von Dowd mit der Modi-
fied Duration gearbeitet wird, während hier Key Rate Durationen angewandt werden. Die Volatili-
täten lassen sich jedoch auf die gleiche Weise wie bei der Modified Duration übertragen. Es werden
lediglich die Volatilitäten der einzelnen Cash Flows berücksichtigt, während bei der Modified Du-
ration die Volatilität des gesamten Finanzinstruments approximiert wird.

30 In Anlehnung an RiskMetricsTM (1996), S. 125. Es ist möglich, weitere Risiken wie das Vega einer
Option in die Rechnung mit einzubeziehen. So gibt es den Delta-Gamma-Vega-Ansatz. Die Taylor-
Reihe kann beliebig erweitert werden, um weiteren Risiken Rechnung zu tragen (vgl. Jorion, P.
(1997), S. 192). Dies soll hier nicht weiter berücksichtigt werden, da Risiken in der Regel durch
Delta und Gamma genügend genau gemessen werden können (vgl. Ho, T.S.Y./Chen, M.Z.H./Eng,
F.H.T. (1996), S. 96).
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)dP(
2
1dPdV 2γ+δ=

mit:

P = Preis des zugrunde liegenden Wertpapiers
δ = Delta der Position
γ = Gamma der Position.

Der Value at Risk eines Finanzinstruments mit dem Delta-Gamma-Ansatz kann damit

durch

)(
2
1)(VAR 2ασγ+ασδ−=

ermittelt werden.

mit:

α = Konfidenzniveau

Das δ wird hier durch die Key Rate Durations ersetzt. Die Key Rate Convexities erset-

zen das γ. Die Standardabweichung σ bildet nun die Kovarianzmatrix, wobei die jewei-

ligen Kovarianzen durch die Faktoren und deren Faktorladungen und den zugehörigen

Volatilitäten ersetzt werden:

ww T∑⇒σ

⇒γ
⇒δ

KRC
KRD

Der Vektor w  besteht aus der Menge wi , wobei wi  hier der Anteil eines Cash Flow

am Gesamtportefeuille bewertet in Marktpreisen zum Zeitpunkt t0 ist.

Der Value at Risk kann daraufhin wie folgt ermittelt werden:

)wTw(r
2
1)ww(rVAR

2T
∑α⋅+∑α⋅−= KRCKRD .

Die obige Formel stellt den relativen Value at Risk für eine Halteperiode von einem Tag

dar. Man erhält den absoluten Value at Risk, indem man die Formel mit dem Marktpreis

P des Portefeuilles zum Zeitpunkt t0 multipliziert:

P)wTw(r
2
1)ww(rVAR

2T ⋅∑α+∑α−= KRCKRD .
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Es ist weiterhin möglich, den relativen Value at Risk für eine längere Halteperiode zu

berechnen. In diesem Fall wird die Formel mit t  multipliziert, wobei t die Halteperi-

ode gemessen in Tagen ist:

t)wTw(r
2
1)ww(rVAR

2T ⋅∑α+∑α−= KRCKRD .

3. Kritische Beurteilung des Ansatzes

Mit dem vorgestellten Delta-Gamma-Ansatz ist es möglich, das Zinsstrukturrisiko ge-

nauer zu quantifizieren als dies mit traditionellen Ansätzen, die auf der Macaulay-

Duration basieren,31 möglich ist. Durch die Berücksichtigung der individuellen Key

Rates ist eine exaktere Quantifizierung möglich. Weiterhin werden die Schwankungen

der Zinssätze durch die Faktoren in guter Näherung beschrieben. Dabei wird nicht nur

eine Parallelverschiebung der Zinsstruktur, sondern auch die Veränderung der Steigung

und der Krümmung der Zinsstruktur beachtet.

Der Rechenaufwand ist dabei größer als bei den traditionell durations-basierten Ansät-

zen. Gleichzeitig ist er jedoch wesentlich weniger aufwendig als eine Monte Carlo Si-

mulation,32 welche ab einer gewissen Anzahl von Positionen in einem Portefeuille mit

heutigen Computerkapazitäten kaum noch durchgeführt werden kann. Dadurch dass

sowohl lineare als auch nicht-lineare Risiken in die Berechnung miteinbezogen werden,

kann man davon ausgehen, dass der Value at Risk eine genaue Aussage über das Zins-

strukturrisiko geben kann.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Berechnung des γ nur bei Instrumenten mit Opti-

onseigenschaften notwendig ist. Bei anderen Instrumenten kann dies vernachlässigt

werden, da die Preissensitivität durch die Key Rate Durations genügend genau bestimmt

werden kann. Besteht ein Portefeuille hauptsächlich aus solchen Instrumenten, so kann

die Berechnung des γ unterlassen werden.

                                               

31 Zur Duration (nach Macaulay) vgl. Macaulay, F.R. (1938); Bierwag, G.O. (1987); Diwald, H.
(1999).

32 Vgl. hierzu stellvertretend Deutsch, H.P. (1998).
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4. Value at Risk und Risikomanagement

In diesem Arbeitspapier wurde ein Modell zur Messung und Quantifizierung des Zins-

strukturrisikos vorgestellt. Es stellt sich abschließend die Frage, wie dieses Konzept im

Rahmen des Risikomanagements genutzt werden kann.

Die hier berechnete Maßzahl Value at Risk gibt einen Anhaltspunkt über das Ausmaß

des Zinsstrukturrisikos, dem ein Portefeuille von zinsabhängigen Finanzinstrumenten

ausgesetzt ist. Durch den Value at Risk wird der mit einer bestimmten Wahrscheinlich-

keit maximal zu erreichende Verlust in Geldeinheiten ausgedrückt. Er kann als potenzi-

eller Risikobetrag und somit als Maß für die Ausstattung mit Eigenmitteln, die notwen-

dig ist, um im Falle des Eintritts eines solchen Verlusts die Zahlungsfähigkeit zu be-

wahren, interpretiert werden.

Mit Hilfe dieses Konzeptes können zudem Hedge-Ratios ermittelt werden, anhand derer

ein Portefeuille gegen nachteilige Veränderungen der Spot Rates geschützt werden

kann. Zum einen ist es möglich, die Key Rate Durations zu verkürzen, was eine Redu-

zierung der Preissensitivität des Portefeuilles bezüglich einer Veränderung der Zinssätze

zur Folge hat (Hedging). Zum anderen kann ein Portefeuille so ausgerichtet werden,

dass es besonders sensitiv bezüglich eines Faktors ist, um dann entsprechende Hedge-

Instrumente wie Futures anzuwenden, die das Portefeuille gegen eine Veränderung die-

ses Faktors schützen.

Da eine aktive Risikosteuerung aufgrund hoher Transaktionskosten teuer werden kann,

sollten dabei auf die Nutzung möglichst kostengünstiger Finanzinstrumente geachtet

werden. Zudem sollten die aus verschiedenen Instrumenten gebildeten Hedgepositionen

möglichst stabil in verschiedenen Marktsituationen und über bestimmte Zeiträume sein.

Zum anderen können Hedge-Möglichkeiten von Investitionsrichtlinien eingeschränkt

werden. Es kann vorkommen, dass einige Portefeuilles eine bestimmte Finanzinstru-

mentenklasse nicht enthalten dürfen.33 So kann es sein, dass durch die Einschränkungen

ein alleiniger Hedge nach Key Rate Durations nicht möglich ist.

                                               

33 Vgl. Golub, B./Tilman, L.M. (2000), S. 256.
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Eine weitere Einschränkung sind Marktrestriktionen. Wenn ein optimaler Hedge ermit-

telt wird, muss die Marktsituation mit berücksichtigt werden. Es bestehen unter ande-

rem die Möglichkeiten, dass die notwendigen Instrumente auf dem Markt nicht in aus-

reichendem Maße gehandelt werden können oder nicht liquide genug sind.

Wie ein Portefeuille gegen das Zinsstrukturrisiko geschützt wird, hängt letztlich von der

Einstellung und den durchgeführten Maßnahmen des verantwortlichen Risikomanagers

ab. Es liegt in seinen Händen, zukünftige Entwicklungen zu antizipieren. Idealerweise

sollte ein Risikomanager genaue Vorstellungen darüber haben, wie sich die Zinssätze in

absehbarer Zeit bewegen werden. Diese sollten letztlich den Ausgangspunkt für die op-

timale Steuerung des Portefeuilles bilden.
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