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Risikomanagement mit Sprungprozessen
(Teil 1)

Was sind Lévy-Prozesse?

In diesem ersten Kapitel unserer neuen Serie zu interessanten Hilfsmit-
teln fiir ein modernes Risikomanagement besprechen wir eine wichtige

Klasse von stochastischen Prozessen, benannt nach dem franzésischen
Stochastiker Paul Lévy (1886-1971). Diese Klasse enthilt, neben der sehr
bekannten Brown‘schen Bewegung, auch allgemeinere Prozesse mit
Spriingen, welche in der heutigen Praxis des Risikomanagements noch
relativ schwach verbreitet sind. Solche Sprungprozesse sind aber insbe-
sondere fiir die Modellierung von Aktienprozessen sehr interessant und
finden dartiber hinaus auch Anwendung in anderen Gebieten der Risiko-
theorie. Beispiele sind die Versicherungsmathematik (Cramér-Lundberg-
Modell und dessen Erweiterungen) oder die Kreditrisikoanalyse (struktu-
relle Modelle fiir Firmenausfalle).
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wird fiir den DAX anhand wéchentlicher
Renditen in B Abb. o1 illustriert. Grofle
und abrupte Preisinderungen sind aber
insbesondere auch im Intraday-Handel
zu beobachten. Modelle auf Basis von
Brown‘schen Bewegungen als stochasti-
sche Treiber (wie dem Black-Scholes-Mo-
dell als prominentem Vertreter) sind, auf-
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grund der stetigen Pfade der Brown‘schen
Bewegung, nicht in der Lage, solche
Spriinge abzubilden und neigen daher
dazu, das Risiko kurzfristiger Preisschocks
zu unterschitzen.

Nach wie vor basieren viele Modelle fiir
Aktienrenditen — sowohl in diskreter als
auch in stetiger Zeit — auf einer Normal-
verteilungsannahme. Eine Ursache dafiir
sind sicherlich die bis heute sehr einfluss-
reichen Artikel von Harry Markowitz [vgl.
Markowitz 1952] und Fischer Black und
Myron Samuel Scholes [vgl. Black/Scholes
1973], die von normalverteilten (logarith-
mischen) Renditen ausgehen. Eine weitere
Ursache ist die analytische Schénheit der
Normalverteilung. Empirisch lasst sich die
Annahme einer Normalverteilung aber
kaum halten. Untersucht man beispiels-
weise die historische Verteilung realisierter
Aktienrenditen, so beobachtet man groéfe-
re Randwahrscheinlichkeiten, vorhandene
Asymmetrie/Schiefe und eine grofere
Kurtosis als die der Normalverteilung, sie-
he dazu B Abb. o2. Es werden somit in
normalverteilten Modellen fiir Renditen
von Aktien gerade kritische Bereiche der
Renditeverteilung (wie grofle Ausschlige)
mit zu wenig Wahrscheinlichkeitsmasse
belegt und entsprechende Risiken unter-
schitzt. Auch diese Beobachtung motiviert

den Ubergang zu reichhaltigeren Vertei-
lungen.

Beobachtungen einer Inkonsistenz von
Brown‘scher beziehungsweise normalver-
teilter Welt kénnen aber auch unter dem
risikoneutralen Maf}, beispielsweise an
Optionsmirkten, gemacht werden. Inver-
tiert man nimlich Europiische Call/Put-
Preise via der Black-Scholes-Formel, um
implizite Volatilititen zu berechnen, so
sind diese — entgegen der Annahme im
Black-Scholes-Modell — nicht konstant
iiber unterschiedliche Strikes und Maturi-
titen hinweg. In vielen Fillen wird fiir eine
festgehaltene Maturitit und einen variab-
len Strike eine U-Form an impliziten Vo-
latilititen beobachtet — diese Beobachtung
wird ,Smile“ genannt. Modelle basierend
auf Lévy-Prozessen mit Spriingen sind, im
Gegensatz zu Brown‘schen Modellen, in
vielen Fillen besser in der Lage, diese Be-
obachtung abzubilden.

Nach diesem Amuse-Gueule zu Lévy-
Prozessen werden sich nun die ersten Ar-
tikel unserer Serie mit einer generellen
Einfithrung, verschiedenen Simulationsal-
gorithmen, der Parameterschitzung und
méoglichen Anwendungen (vor allem in der
Finanzmathematik) beschiftigen. Dieser
Artikel ist bewusst als Ubersicht konzipiert
und bleibt mathematisch nur an der Ober-
fliche. Wichtige Referenzen fiir an mathe-
matischen Details interessierte Leser sind

Wéchentliche DAX Renditen, Jan. 2004 bis Dez. 2013

15%

die eher theoretischen Biicher von Bertoin,
Sato und Applebaum [vgl. Bertoin 1996,
Sato 1999 und Applebaum 2004] und die
Publikationen mit einem Fokus auf finanz-
mathematischen Anwendungen [vgl. Cont/
Tankov 2003 sowie Schoutens 2003].

Was ist nun ein Lévy-Prozess?

Einen sehr anschaulichen Zugang zu Lévy-
Prozessen erhilt man iber einen Vergleich
mit zeit-diskreten , Random Walks“. In die-
ser Klasse von Prozessen X=X(n),
n=0,1,2,..., werden die Zuwichse des Pro-
zesses X(n) — X(n — 1) iber diskrete Zeit-
schritte, auch Inkremente des Prozesses
genannt, einerseits als unabhingig von der
Vergangenheit angenommen und anderer-
seits identisch verteilt modelliert. Die Ver-
teilung der zufilligen zukiinftigen Zu-
wichse tiber mehrere Perioden hingt da-
mit nur von der Anzahl an durchschritte-
nen Perioden ab. Die Vergangenheit des
Prozesses und der Ausgangszeitpunkt, ab
welchem man ein Inkrement betrachtet,
spielen keine Rolle. Ein einfaches Beispiel
dafiir ist, einen Prozess zur Zeit Null bei
Null starten zu lassen und dann in jeder
Periode eine faire Miinze zu werfen. Ent-
sprechend dem Ausgang des Miinzwurfs
wird dann +/- 1 zum aktuellen Level des
Prozesses addiert. Als Prozess erhilt man
dann P Gleichung o1, wobei 4 X(n) =

» Abb. o1
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Vergleich der empirischen Verteilung von wochentlichen DAX-Renditen
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» Gleichung o1

X(0)=0, X(n)= ZAXU), AX(n) = X(N) —X(n—1), n=12,..
j=1

X(n) — X(n — 1) entsprechend des Miinz-
wurfs in Schritt n die Werte +/-1 mit Wahr-
scheinlichkeit % annimmt.

Ein Lévy-Prozess kann nun als Verallge-
meinerung dieser Idee in stetiger Zeit in-
terpretiert werden. Die technische Schwie-
rigkeit dabei ist, dass es in stetiger Zeit
keine ,kleinste Periode“ gibt, fiir die man
die Basis-Verteilung der Inkremente defi-
nieren kann. Wir miissen somit, technisch
gesprochen, den Schritt zu unendlich klei-
nen Perioden bewiltigen und sinnvoll de-
finieren.

Definition: Ein cadlag stochastischer Pro-
zess L = {L(t), t = 0} wird Lévy-Prozess
genannt, falls die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

(P1): Der Prozess hat, fiir nicht iiberlap-
pende Zeitintervalle, stochastisch unab-
hingige Inkremente.

(P2): Der Prozess hat stationire Inkremen-
te, das heifdt die Verteilung eines Inkre-
ments hingt nur von der Linge des Zeit-
intervalls ab und nicht vom Startzeitpunkt
des Inkrements.

(P3): Der Prozess ist stetig in Wahrschein-
lichkeit, das heift, furalle t > 0, &€ > 0 gilt

lsi_r.rth(IL(t) —L(s)|>¢&)=0.

Der Begriff cadlag ist die franzosische
Abkiirzung fiir ,continué a droite (avec)
limite a gauche®, was iibersetzt Pfade die
Jrechtsseitig stetig sind mit existieren-
den linksseitigen Grenzwerten“ bedeu-
tet:

lim L(s)=L(t), L(t—)= lim L(s).

s-t,s<t

s-t,s>t

Oft wird zusitzlich gefordert, dass der
Prozess bei Null startet, also L(0)=0. Wie
schon angedeutet erfiillt die Brown‘sche
Bewegung alle Axiome (P1) bis (P3) und
ist somit in der Tat ein Lévy-Prozess. Zu-
sitzlich werden bei der Brown‘schen Be-
wegung die Axiome (P2) und (P3) ver-
schirft. Man fordert bei (P2) speziell nor-
malerteilte Inkremente (mit Erwartungs-
wert Null und einer Varianz, die der Linge
des betrachteten Zeitintervalls entspricht)
und bei (P3) werden sogar komplett stetige
Pfade gefordert.

Interpretation der Definition

Starten wir mit (P1) und (P2), das heifdt
unabhingigen und stationiren Zuwich-
sen. Diese Forderung bedeutet intuitiv,
dass die Quelle des Zufalls keine zeitliche
Abhingigkeit hat und zudem unabhingig

vom betrachteten Zeitpunkt ist, also insbe-
sondere keine Saisonalititen oder Eigen-
schaften wie eine stochastische Volatilitit
Dbesitzt. Unabhingige Inkremente bedeu-
ten auch, dass es fiir die Weiterentwick-
lung des Pfads irrelevant ist, wie der Pro-
zess sein aktuelles Level erreicht hat. Sta-
tionire Inkremente bedeuten in der Akti-
enkursmodellierung, dass wochentliche
Verinderungen immer derselben Vertei-
lung folgen und, zusammen mit der
Unabhingigkeit aus (P1), sich diese aus
der Summe der unabhingigen Verinde-
rungen der einzelnen Handelstage der
betrachteten Woche ergeben.

Die Bedingung (P3) ist auf den ersten
Blick verbliiffend. Man ist geneigt zu glau-
ben, dass diese Bedingung Spriinge gene-
rell ausschlief3t. Dies ist aber nicht der Fall.
Ausgeschlossen sind nur Spriinge (mit
positiver Wahrscheinlichkeit) zu einem
fixen Zeitpunkt. Eine Konsequenz da-
von ist, dass die Sprungzeiten selbst
Zufallsvariablen sein miissen. Fiir einen
Sprung, beziehungsweise dessen Hohe,
wird weiter als Bezeichnung eingefiihrt
AL(t) = L(t) — L(t =), t = 0, wobei L(t —)
den linksseitigen Grenzwert des Prozesses
beschreibt.
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Die Cumulant-Funktion

Verteilungen von Zufallsvariablen kénnen
bekanntlich auf unterschiedlichste Weise
beschrieben werden. Man denke nur an
Dichten, Verteilungsfunktionen, charakte-
ristische Funktionen etc. In unserem Fall,
also der Beschreibung der Verteilung von
stochastischen Prozessen, ist das in vielen
Fillen dhnlich. Eine in diesem Kontext
besonders elegante Maglichkeit ist die der
Cumulant-Funktion (eine andere Bezeich-
nung ist Lévy-Exponent oder charakteristi-
scher Exponent), die fiir einen stochasti-
schen Prozess definiert ist gemifs B Glei-
chung oz.

Eine bemerkenswerte Beobachtung im
Kontext von Lévy-Prozessen ist, dass (auf-
grund der unabhingigen und stationiren
Zuwichse) die Verteilung eines Lévy-Pro-
zesses schon vollstindig durch die Vertei-
lung des Prozesses nach einer Zeiteinheit
festgelegt ist. Damit reicht zur Abgrenzung
unterschiedlicher Lévy-Prozesse deren Ein-
teilung gemifl der Verteilung von L(1).
Wir bemerken weiter, dass der Erwartungs-
wert des Lévy-Prozesses linear in t ansteigt,
das heifdt E[L(t)]=tE[L(1)], auch hier spielt
die Verteilung von L(1) eine zentrale Rolle.
Fiir einen Lévy-Prozess hat die Cumulant-
Funktion eine besonders angenehme Ge-
stalt, sie wichst linear im Zeitargument ¢
mit Rate entsprechend der Cumulant-
Funktion des Prozesses nach einer Zeitein-
heit, also gemif} » Gleichung o3.

Die Cumulant-Funktion bietet uns ver-
schiedenste Anwendungsmoéglichkeiten.
Zum einen konnen relativ einfach die Mo-
mente des Prozesses m, (L(t)) zu einem
zukiinftigen Zeitpunkt ¢ von ihr abgelesen
werden (vgl. » Gleichung o4), unter der
Voraussetzung, dass die Momente existie-
ren.

Zum anderen sind fiir viele Lévy-Prozes-
se die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
(beziehungsweise Dichten) des Prozesses
an einem zukiinftigen Zeitpunkt nicht in
geschlossener Form bekannt, kénnen aber
itber numerische Verfahren aus den Cu-
mulant-Funktionen zuriickgewonnen wer-
den [vgl. hierzu Bernhart et al. 2014]. Ahn-
liches gilt auch fiir Preise von wichtigen
Optionen, wenn als Aktienkursmodell ein
exponentieller Lévy-Prozess eingesetzt
wird. Darauf gehen wir in einem spiteren
Kapitel noch genauer ein. Schlieflich gibt
es spezielle Verfahren fiir dquivalente Maf3-
wechsel, die mit dieser Funktion arbeiten.
Auch verschiedene statistische Eigenschaf-

Ky (w) = log (E[exp{iuL(t)}]), u € R,

» Gleichung o2

t=0.

» Gleichung o3

Ky ry(w) = tlog(E[exp{iuL(1)}]) = tKy(1)(w).

my (L (t)) = in

oun

ten koénnen davon abgelesen werden. In
vielerlei Hinsicht ist es daher berechtigt zu
sagen, dass die Cumulant-Funktion eine
natiirliche und sehr angenehme Grofe ist,
um mit parametrischen Familien von Lévy-
Prozessen umzugehen. Wir werden bei
den folgenden Beispielen daher auch je-
weils diese Funktion als (eine) charakteri-
sierende Grofle angeben.

Beispiele fiir Lévy-Prozesse
Gerade beziehungsweise linearer Drift

Der einfachste Lévy-Prozess ist eine simp-
le Gerade, das heifdt
Lit)=at, L(1)=a, a€R, t=>0.

Eine Gerade ist, zugegeben, ein etwas
spezieller stochastischer Prozess, da seine
Zuwichse ja deterministisch sind. Aber
damit erfiillen die Inkremente die Defini-
tion (P1) von stochastisch unabhingig au-
tomatisch, und sie sind weiter stationir —
das Inkrement einer Gerade ist ja gerade
proportional zur Linge des Zeitschritts.
Weiter ist eine Gerade stetig, also wird
auch (P3) erfuillt. Andere deterministische
Funktionen erfiillen aber offensichtlich
(P2) nicht, daher sind Geraden die einzi-
gen deterministischen Lévy-Prozesse. Aus
dieser Sichtweise ist es angebracht, Lévy-
Prozesse als stochastische Erweiterungen
von Geraden zu sehen.

Brown‘sche Bewegung

Bei einer Brown‘schen Bewegung
W =W(t),t = 0, wird die Forderung (P3)
zu pfadweiser Stetigkeit verschirft. Fiir die
stationdre Verteilung in (P2) wird weiter
eine Normalverteilung angenommen, man

10"K,1(0)

» Gleichung o4

, t=0, n=1,

hat also
L(t) = W(t), W(1)~ Normalverteilt(0,1).
Oft multipliziert man die Brown‘sche
Bewegung mit einem Vorfaktor o, genannt
Volatilitit, man betrachtet also oW (£),t = 0,
was die normalverteilten Inkremente bzgl.
ihrer Varianz entsprechend dndert. Es lasst
sich zeigen, dass die Brown‘sche Bewe-
gung tatsichlich der einzige zufillige Lévy-
Prozess ohne Spriinge ist. Damit haben
wir mit der Geraden und der Brown'schen
Bewegung schon alle Lévy-Prozesse ohne
Spriinge beisammen. Auch kénnen wir
nun schon das bekannte Black-Scho-
les-Aktienkursmodell formulieren, wel-
ches gegeben ist als das Exponential ei-
ner Brown‘schen Bewegung mit Drift,
genaue S(t) = S(O)exp(at + aW(t)).
S(0) bezeichnet dabei den Startwert der
modellierten Aktie, a die Driftrate, und o
wird wie oben als Volatilitit bezeichnet.
Prozesse dieser Gestalt nennt man auch
Geometrische Brown‘sche Bewegungen.
Uber die Brown‘sche Bewegung existiert
eine grofle Bandbreite an Literatur. Die
mathematisch angenehme Normalvertei-
lungsannahme und die stetigen Pfade ma-
chen es maglich, sehr viele Kenngrélen
der Brown‘schen Bewegung explizit zu
ist die
Brown‘sche Bewegung zum Zeitpunkt t

berechnen. Unter anderem
normalverteilt mit Erwartungswert Null
und Varianz t. Die Cumulant-Funktion der
Brown‘schen Bewegung ist gegeben durch
» Gleichung os.

Betrachtet man das Schaubild einer
Realisierung (darunter versteht man ei-
nen zufilligen Pfad) der Brown‘schen
Bewegung (vgl. » Abb. 03, rechts), so
fillt sofort die ,Rauheit“ des Pfads auf.
Diese Rauheit ist in der Tat bemerkens-



Eine Gerade mit Steigung a = 3 (links) und ein Pfad einer Brown‘schen Bewegung (rechts)

Wit)

wert. So ist die Brown‘sche Bewegung
zwar pfadweise stetig, differenzierbar ist
ihr Pfad aber an keiner einzigen Stelle.
Dies hat fiir die Modellierung von Akti-
enkursen eine interessante Auswirkung:
Kénnte man nimlich den Pfad differen-
zieren, so wiren iiber die Tangentenstei-
gung Prognosen in die (zumindest kurz-
fristige) Zukunft méglich. Diese Tangen-
te ist bei einer Brown‘schen Bewegung
aber nicht berechenbar beziehungsweise
definiert, somit kann fiir das kommende
Zeitintervall keine verlidssliche Prognose
beziiglich Gewinn/Verlust erstellt wer-
den. Wichtig fur verschiedene Anwen-
dungen in der Finanzmathematik ist zu-
dem, dass auch die Verteilung des lau-
fenden Maximums/Minimums der
Brown‘schen Bewegung geschlossen be-
kannt ist, was beispielsweise fiir die Be-
wertung von Optionen mit Barrieren und
fur strukturelle Kreditrisikomodelle niitz-
lich ist.

Poisson-Prozess

Ein Poisson-Prozess N = N(t),t = 0, wird
zum Zihlen von zufillig eintreffenden Er-
eignissen benutzt. Er startet zum Zeit-
punkt Null bei Null und springt an zufilli-
gen Zeiten um jeweils eine Einheit nach
oben. Damit gibt der Prozess zu jedem
Zeitpunkt an, wie viele Ereignisse schon
(bis zu diesem Zeitpunkt) beobachtet wur-
den. Die Wartezeiten zwischen den Spriin-
gen sind dabei unabhingig und Exponen-

1 2
Kw(t)(u) = —Eu t, ue

Kyey(w) = ta(e™ — 1),

tial-verteilt. Der Name Poisson-Prozess
leitet sich von der Verteilung der zufilligen
Anzahl an Ereignissen in einer Zeiteinheit
ab. Diese ist gerade N(t)~Poisson(ta),
a>0.

Der Parameter a der Poisson-Verteilung
wird (Sprung-)Intensitit genannt. Im Mit-
tel beobachten wir a = E[N(1)] viele
Spriinge pro Zeitdauer Eins. Somit ist ein
Poisson-Prozess ein nicht-negativer Lévy-
Prozess mit unabhingigen und Poisson-
verteilten Zuwichsen. » Abb. o4 (links)
visualisiert eine Realisierung des Prozes-
ses. Wir beobachten, dass die Sprungzei-
ten tatsichlich zufillig sind. Anwendun-
gen hat dieser Prozess unter anderem in
der Schadenversicherungsmathematik bei
der Modellierung der zufilligen Anzahl an
Schadensereignissen. In der Aktienmodel-
lierung wird er benutzt, um die zufillige
Anzahl an Spriingen in einem Aktienpfad
zu beschreiben. Die Cumulant-Funktion
eines Poisson-Prozesses ist gegeben durch
» Gleichung o6.

» Gleichung og

» Gleichung o6

u =0, t=0.

Compound-Poisson-Prozess

Diese Klasse an Prozessen ist eine sehr
intuitive Erweiterung eines Poisson-Pro-
zesses, welcher auch in die Konstruktion
eingeht. Starten wir also mit einem Pois-
son-Prozess N = N(t), t = 0, welcher uns
via seiner Sprungzeiten 7y, Ty, ..., Ty das
Eintreffen von zufilligen Ereignissen be-
schreibt. Nun soll aber unabhingig davon
an jedem dieser Zeitpunkte ein weiteres
Zufallsexperiment durchgefiithrt werden.
Die Interpretation konnte eine zufillige
Schadenshohe im Versicherungsfall oder
die Sprunghdhe beim Sprung eines Akti-
enkurses sein. Diese Sprunghéhen werden
als unabhingig und identisch verteilt an-
genommen und mit Y(), j =1,2,.. be-
zeichnet. In einem Compound-Poisson-
Prozess werden diese Sprunghéhen ad-
diert. Formal definiert ist der Compound-
Poisson-Prozess gemifd » Gleichung o7.

» Abb. o4 (rechts) zeigt eine mogliche
Realisierung eines Pfads des Prozesses.
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. 0 . . q » Abb. o

Ein Poisson-Prozess mit Intensitat o = 8 (links) und ein Compound-Poisson-Prozess ‘

mit Intensitit a = 50 und Sprunghéhen die Standardnormalverteilt sind (rechts)
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Wir beobachten, dass wieder die Sprung- » Gleichung o7
zeiten zufillig sind, dieses Mal aber zusitz-
lich auch die Sprunghdhen. Die Cumulant- N(t)
Funktion eines Compound-Poisson-Pro- . _
zesses ist gegeben durch P Gleichung L(t) - E Y(])! L(O) - 0: t=0
08, wobei f; die Dichte der Sprunghshen- j=1
verteilung beschreibt.

In den meisten Anwendungen wird Cleich .
eine moderate Sprungintensitit gewihlt P Gleichung o
— entsprechend der Interpretation des
Poisson-Prozesses als Zihlprozess selte- +o iz
ner Ereignisse. Mathematisch gespro- KL(t) (u) = ta (e - 1)fy(dx) ’ u € R, t=0,

—a0

chen erwartet man pro Zeiteinheit nur
eine endliche Anzahl an Spriingen. Die-
se Eigenschaft wird auch endliche Akti-
vitit genannt. Damit haben wir auch
schon eine Uberleitung zum nichsten
Beispiel, welches sich durch sehr viele
— aber dafiir sehr kleine — Spriinge aus-
zeichnet.

Gamma-Prozess

Ein Gamma-Prozess L = L(t),t = 0 istein
nicht-negativer (und nicht-fallender) Lévy-
Prozess, bei welchem die Inkremente einer
Gamma-Verteilung folgen. Es gilt also
L(1)~ Gamma(a,B), a,B > 0.

Von einer Gamma-Verteilung kennen
wir selbstverstindlich auch die Dichte,
diese istin P Gleichung og wiedergege-
ben.

Die Parameter kénnen auch hier recht
gut interpretiert werden. 2 kann als Frei-
heitsgrad gelesen werden, der die Schiefe

a

I'(a)

fx) =

u
Kipy(w) = ta log(l + 7

beeinflusst, a dagegen ist ein Skalie-
rungsparameter. Da die Gamma-Vertei-
lung, und damit die hier vorliegenden
Inkremente, nur positive Werte annimmt,
sind die Pfade des Gamma-Prozesses
nicht-fallend, sieche » Abb. os. Eine Be-
sonderheit ist, dass der Gamma-Prozess
ein Prozess von unendlicher Aktivitit ist,

).

» Gleichung o9

x* Lexp(—pBx), x € (0,m).

» Gleichung 10

u =0, t=>0.

das heiflt in jedem Zeitintervall unendlich
viele Spriinge erwartet werden. Dieses
Anwachsen mittels vieler kleiner Spriinge
ist eine strukturell andere Situation als
beim Poisson-Prozess. Da der Gamma-
Prozess nicht-fallend ist, kommt er in
seiner , Urform*“ nicht als Aktienkursmo-
dell in Frage. Moglich ist aber ein Modell,



Ein Gamma-Prozess mit Parametern o = 2, p = 4.725 (links) und ein NIG-Prozess

mit Parametern 8 = 1, a = 80, = 0 (rechts)

» Abb. o5
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» Gleichung 11

Y} exp{p(x — ),

wobei g(x) = /1 + x2, K, (.) die modifizierte Besselfunktion dritter Art bezeichnet und
a(a,B,u,8) = laexp {é\/az - pB? - [)’u}.

» Gleichung 12

Kio(u) = t6{\/a2 —B2—a?2—(B +u)2}+uut, ueR, t=0.

das als Differenz zweier Gamma-Prozesse
konstruiert wird, es werden quasi Gewin-
ne und Verluste von jeweils einem Gam-
ma-Prozess beschrieben. Gerne wird der
Gamma-Prozess auch als stochastische
Zeittransformation benutzt, hierbei wird
die iibliche Kalenderzeit durch einen
nicht-fallenden stochastischen Prozess
(interpretiert als Geschiftszeit, die je nach
Marktaktivitit zufillig schnell voran-
schreitet) ersetzt. Die Cumulant-Funktion
eines Gamma-Prozesses berechnet sich
zu P Gleichung 10.

Normal-Inverse-Gauss-Prozess (NIG)

Ein NIG-Prozess L =L(t),t =0 ist ein
Lévy-Prozess, dessen Inkremente eine
NIG-Verteilung besitzen, also L(1)~.
NIG(a,B,1,6), pn €R, § € (0,%), |B] <a.

Von dieser Verteilung ist die Dichte be-
kannt, auch wenn diese eine etwas kompli-
ziertere Gestalt hat. Sie ist gegeben durch
» Gleichung 11.

Diese speziellen Funktionen sind aber
in allen Statistik-Software-Paketen vorim-
plementiert, miissen uns also nicht weiter
Angst einjagen. Die Parameter konnen
wieder interpretiert werden: & steuert die
Wahrscheinlichkeitsmasse in den Rindern
der Verteilung, & skaliert die Verteilung, als
Lagemaf dient ¢ und B kontrolliert die
Schiefe. Auch der NIG-Prozess verindert
sich durch unendlich viele Spriinge pro
Zeitintervall, gehort also auch zur Klasse
der unendlich aktiven Lévy-Prozesse, siche
» Abb. o5. Die Cumulant-Funktion hat,
im Gegensatz zur Dichte, eine angenehm
einfache Form, sie ist gegeben durch P
Gleichung 12.

Eine zentrale Referenz zu dieser Klasse
liefert Barndorff-Nielssen [vgl. Barndorff-
Nielsen 1998].

Sprung-Diffusion

Neben den obigen Beispielen ist es sehr
niitzlich zu wissen, dass auch Summen
von unabhingigen Lévy-Prozessen wieder
Lévy-Prozesse sind. Das heifit fiir uns, dass
wir uns aus den oben genannten Grund-
bausteinen leicht weitere Lévy-Prozesse
konstruieren kénnen. So besteht ein be-
liebtes Modell fiir die Modellierung von
log-Aktienkursen aus einer Summe eines
linearen Trends, einer Brown‘schen Bewe-
gung sowie einem Compound-Poisson-
Prozess [sieche Merton 1976, Kou 2002].
Man erhilt also eine Erweiterung des
Black-Scholes-Modells, die auch Spriinge
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zulisst. Solche Modelle werden auch als
Sprung-Diffusionen bezeichnet. Ausfor-
muliert ist eine Sprung-Diffusion somit
ein Prozess gemifl der Darstellung in
» Gleichung 13, wobei a € R den linea-
ren Drift beschreibt, 0 > 0 die Diffusion
der Brown'schen Bewegung W,N ein
Poisson-Prozess ist mit Intensitit a > 0,
E[N(t)] = at, und schlieRlich Y(j),j =
1,2, .. die
und identisch verteilten Spriinge repri-

Sequenz der unabhingig

sentiert, welche Dichte f besitzen und
E[Y(j)] =k < oo.

Der Ausdruck takx beschreibt dann die
erwartete Steigung durch Spriinge, also
E [Z;L(? Y()], um welchen wir den Prozess
bereinigen. Alle hierin auftretenden sto-
chastischen Objekte sind als unabhingig
angenommen. Als Modell fiir Aktienkurse
wird dann S(t) = S(0)exp(L(£)),t > 0 be-
trachtet. Die Sprunghéhen kénnen hierin
beispielsweise als normalverteilt oder zwei-
seitig-exponentialverteilt (das heiflt expo-
nentialverteilte Spriinge in beide Richtun-
gen sind zugelassen) angenommen wer-
den. Die Cumulant-Funktion dieser Sum-
me setzt sich aus den Cumulant-Funktionen
der Summanden zusammen, welche wir
oben schon angegeben haben. Hieraus re-
sultiert » Gleichung 1.

Da die drei Grundbausteine (Drift, Dif-
fusion, Spriinge) unabhingig sind, fakto-
risiert sich dieser Ausdruck, und wir erhal-
ten P Gleichung 15.

Dieser Ausdruck charakterisiert wieder
die Verteilung des Lévy-Prozesses. Es stellt
einen wichtigen Spezialfall der berithmten
Lévy-Khintchine-Formel dar, welche wir in
einem der folgenden Artikel ausfithrlicher
diskutieren.

Ky )(u) = iuat + logE exp(iuaW(t))exp iu Z Y(j) — iutax ||,

Fazit und Ausblick

Nach einer einleitenden Motivation gaben
wir die Definition eines Lévy-Prozesses an.
Diese wurde diskutiert, speziell im Hinblick
auf die Modellierung von Aktienkursen, und
die Cumulant-Funktion wurde als wichtige
Kenngrofle eines Lévy-Prozesses eingefiihrt.
Danach présentierten wir einige parametri-
sche Beispiele und visualisierten diese mit-
tels simulierter Pfade. In den nichsten Arti-
keln werden wir unter anderem die wichtige
Lévy-Khintchine-Formel kennenlernen, und
wir gehen tiefer auf statistische Eigenschaf-
ten von Lévy-Prozessen ein.
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L(t) =at+ ocW(t)+ Z Y(j) — tak, t=>0,
j=1

N(t)

j=1

» Gleichung 14

uelk, t=0.

» Gleichung 15

N(t)

Kpy(u) = iuat + logE[exp(iuJW(t))] + log E |exp| iu Z Y(j) — iutak
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=luat—§cr u“t +ta

+o0

—a0

(e™ —1 —iux) fy(dx),

j=1

uelR, t=0.



WissenschafT UMgesetzt

Die schiere Flut an Fachpublikationen zur facettenreichen Praxis
des modernen Risikomanagements stellt eine grofde Chance — aber
gleichermaflen Herausforderung — fiir aktive Risikomanager dar.
Nicht zu tibersehen ist dabei die zunehmende Komplexitit der
eingesetzten mathematischen Hilfsmittel. Um diesem Innova-
tionsdruck gerecht zu werden, ist eine stindige Weiterbildung
notwendig — doch diese ist zeit- und kostenintensiv. Zudem erfor-
dert das Lesen mathematischer Fachpublikationen oft (zu) groRRes
Vorwissen, um eine breite Offentlichkeit zu erreichen. Da auch
nicht jede, zunichst hochgepriesene, Innovation den ,Test der
Zeit“ tiberlebt, ist eine gewisse Skepsis und Zuriickhaltung gegen-
iiber neuen Methoden in vielen Fillen auch gerechtfertigt. Aus
dem Blickwinkel einer Universitit betrachtet dauert es dagegen oft
frustrierend lang, bis ,aus akademischer Sicht lingst tiberholte
Systeme* durch ,zeitgemifle Methoden® ersetzt werden. Aktuelle
Beispiele liefert die Diskussion um addquate Kreditrisikomodelle,
Risikomafle und Aktienkursmodelle genug. Hiufig wird Wissen
iiber neue Methoden tatsichlich nur durch deren Entwickler (nach
Berufsstart) in die Praxis iibertragen und bleibt so einem Unter-
nehmen zunichst exklusiv vorbehalten. Diese Hiirden mochten
wir in den nichsten Ausgaben des Risikomanagers verkleinern.

Unser Ziel ist es, eine Artikelserie fiir die kommenden Ausgaben
des Risikomanagers zu gestalten, in welcher wir verstindlich — aber

Anzeige

» Info-Box o1

dennoch mathematisch prizise — Methoden und Modelle vorstel-
len, welche wir fiir die Praxis des Risikomanagements fiir interes-
sant halten. Darin werden Modelle aus Stochastik und Statistik
ebenso eine Rolle spielen wie numerische Methoden. Ausnutzen
werden wir dabei, dass wir durch unsere tigliche wissenschaftliche
Arbeit sowie unsere vielfiltige Zusammenarbeit mit der Praxis
einen guten Einblick in beide — leider hidufig noch getrennte —
Welten haben. Zu manchen Themenkomplexen planen wir eine
ganze Serie an aufbauenden Artikeln, sodass gegebenenfalls der
Einstieg fiir manchen Leser schon ,kalter Kaffee® ist, fiir andere
Leser aber unumginglich, um das Ende des Themenkomplexes
zu verstehen. Keinesfalls ersetzten wollen (und konnen) wir die
originalen Forschungsarbeiten und Lehrbiicher zu den entspre-
chenden Themen.

Wir méchten Thnen vielmehr einen Wegweiser durch die Vielzahl
an Literatur geben und Sie zum Studium gezielter weiterfithrender
Artikel animieren. Auch ist uns wichtig zu betonen, dass wir kei-
nesfalls nur Eigenentwicklungen vorstellen, dies wiirde einen zu
engen Rahmen setzten. Vorstellen méchten wir Thnen vielmehr
Methoden, die wir erfolgreich, beispielsweise in Forschungsarbei-
ten oder Masterarbeiten mit Praxispartnern, eingesetzt haben und
von welchen wir so iberzeugt sind, dass wir diese einem breiteren
Publikum prisentieren mochten — also Thnen. Freuen wiirden wir
uns auch iiber Feedback und Vorschlige fiir Themen, die Sie in-
teressieren.
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