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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

1.1 Einleitung

Mit der Griindung der Chicago Board Option Exchange am 26. April 1973
wurde ein Meilenstein in der Geschichte des Boérsenhandels gelegt. Zusétzlich
zum Handel mit den Basisgiitern Aktien (stocks, shares, equities), festverzins-
liche Wertpapiere (bonds), Wahrungen (currencies) und Waren (commodities)
ist seitdem auch der Handel mit in die Zukunft weisenden Kontrakten iiber die-
se Basisgiiter moglich. Zu den wichtigsten dieser derivativen Finanzgiiter zahlen
amerikanische und européische Call- und Put- Optionen, bei denen der Kéufer das
Recht erwirbt, eine Aktie innerhalb eines Zeitraumes bzw. zu einem fest vorgege-
benen zukiinftigen Zeitpunkt zu einem a priori festgelegten Kaufpreis zu kaufen
bzw. zu verkaufen: ., In practice, some derivatives such as put or call options are
traded so frequently that their prices are quoted just like those of the primary
assets. The prices of such liquid options can be regarded as an additional source
of information on the expectations of the market as to the future evolution of
asset prices.“ (aus [25], Seite 298).

Eine fundamentale Aufgabe der Finanzmathematik besteht in der Bereitstel-
lung geeigneter Instrumente, um Finanzderivate ,sinnvoll“ bewerten zu konnen;
das naheliegendste Konzept besteht bei Finanzderivaten mit regelméaffigen Aus-
zahlungen in der Bildung eines Portfoliodquivalentes, welches als Hedge bezeich-
net wird. Dabei wird eine Kombination aus Aktien und Bonds zusammengestellt,
die zu jedem Handelszeitpunkt so umgeschichtet wird, daf§ die Entnahmen genau
den zu leistenden Auszahlungen entsprechen. Existieren in diesem Markt keine
risikolosen Profitmoglichkeiten, so entspricht der Anfangswert dieses absichern-
den Portfolios der fairen Bewertung des Finanzderivates.
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In der Realitdt ergeben sich bei Verwendung von zeitstetigen Modellen zwangs-
laufig Probleme: Zum einen ist ein kontinuierliches Anpassen eines absichernden
Portfolios allein schon aus ,technischen® Griinden nicht méglich, zum anderen
wiirden sich bei echt positiven Transaktionskosten innerhalb einer beliebig kurzen
Zeitspanne unendlich hohe Kosten ergeben.

Folglich werden Agenten auf dem Markt nur zeitdiskret agieren, insbesondere also
ihre Portfolioanpassungen nur in endlich vielen Handelszeitpunkten vornehmen.

Die vorliegende Arbeit befafit sich daher mit der Bewertung von Derivaten in der
zeitdiskreten Finanzmathematik.

In Kapitel 1 werden dabei die bendétigten Grundbegriffe vorgestellt, um die
Problemstellung formalisieren zu kénnen. Desweiteren wird mit dem n-Perioden
Aktie/Bond Modell ein Standardmodell der zeitdiskreten Finanzmathematik vor-
gestellt, wie es zum Beispiel in [63] und [25] verwendet wird.

Die erste wichtige Modelleigenschaft stellt die Arbitragefreiheit dar, welche be-
sagt, dafl keine risikolosen Profitmoglichkeiten existieren sollen. Gemé&fl dem
ersten Fundamentalsatz der Preistheorie ist diese Eigenschaft gleichbedeutend
mit der Existenz eines dquivalenten Martingalmafles. Mit Satz 1.10 wird ein hin-
reichendes und notwendiges Kriterium angegeben, mit dessen Hilfe sich das Mo-
dell anhand der dem Aktienpreisprozel zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf Arbitragefreiheit untersuchen l&t. Als weiterer wichtiger Grund-
begriff werden arbitragefreie Preise von Finanzderivaten mit regelméfliigen Aus-
zahlungen und von amerikanischen Optionen definiert und mit der Menge der
dquivalenten Martingalmafle in Verbindung gebracht.

Die zweite wichtige Figenschaft eines Finanzmarktmodells stellt die Vollstindig-
keit dar, welche besagt, dafl in diesem Modell jedes Finanzderivat hedgebar ist.
Diese Eigenschaft ist in arbitragefreien Aktie/Bond Modellen gem&fi dem zwei-
ten Fundamentalsatz der Preistheorie gleichbedeutend mit der Eindeutigkeit des
aquivalenten Martingalmafles. Die Definition der Vollstdndigkeit variiert in der
Fachliteratur, so dafl in Satz 1.28 zunéchst die Konsistenz der verschiedenen Fest-
legungen nachgewiesen wird.

In der zeitdiskreten Finanzmathematik bildet die Eigenschaft der Vollstandigkeit
jedoch , the exception rather than the rule® (aus [25], Seite 3), so daf faire Preise
i.a. nicht mit Hilfe von absichernden Portfolios berechnet werden koénnen.

Ein Ergebnis von A. Irle zeigt, dafl bereits unter sehr schwachen Voraussetzun-
gen nicht sémtliche von den fundamentalen Finanzderivaten europiische Calls
und Puts sowie amerikanische Calls absicherbar sind (vgl. [34]).
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Der entsprechende Beweis in [34] beruht dabei hauptséchlich auf mafitheoreti-
schen Uberlegungen. Im zweiten Kapitel der vorliegenden Arbeit wird zunéchst
ein alternativer Beweis dieses Resultates mit Methoden der Finanzmathematik
vorgestellt, wobei es vom i.i.d.-Fall auf den stochastisch unabhéngigen Fall ver-
allgemeinert wird. Dariiberhinaus wird gezeigt, dafl bereits unter schwachen Vor-
aussetzungen genau dann mindestens eine absicherbare européische Call- oder
Put-Option oder amerikanische Call-Option existiert, wenn ein Binomialmodell
vorliegt, d.h. wenn alle Faktoren des Aktienpreisprozesses dichotom sind. In vie-
len praxisrelevanten Modellen, wie zum Beispiel bei Zeitdiskretisierungen des
Black-Scholes Modells und bei Gaufischen und bedingten Gaufischen Modellen,
ist folglich keines der oben genannten fundamentalen Finanzderivate absicherbar,
so daB eine faire Bewertung mit Hilfe eines Portfoliodquivalentes nicht moglich
ist. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit, alternative Preiskonzepte bereitzustel-
len.

Mit Hilfe der sowohl in der Potentialtheorie (vgl. z.B. [18]) als auch in der
Prophetentheorie (vgl. z.B. [28]) verwendeten Balayage-Technik werden im
dritten Kapitel die zu erwartenden Risiken von Finanzderivaten mit (komponen-
tenweise) konvexen Auszahlungsfunktionen abgeschitzt. Hierfiir werden einige
Definitionen bereitgestellt, wann eine Zufallsgrofle X riskanter als eine Zufalls-
grofle YV ist, und durch ein Resultat von Rothschild und Stiglitz (vgl. [54]) mit-
einander in Verbindung gebracht.

Hierbei ergeben sich fiir Binomialmodelle und Modelle mit deterministischen und
dichotomen Faktoren extremale Eigenschaften. Legt man bei der Bewertung von
Finanzderivaten das zu erwartende Risiko zugrunde, so erhélt man folglich durch
Vergleiche mit den oben genannten Modellen obere und untere Schranken fiir die
Ausgabepreise.

Mit der Theorie der oberen und unteren Preise und Hedges werden in Kapitel 4
die notwendigen Instrumente bereitgestellt, um die 6konomischen Folgerungen
aus dem dritten Kapitel zu prézisieren und auf Modelle mit nicht notwendiger-
weise stochastisch unabhéngigen Faktoren zu verallgemeinern. Ein oberer Hedge
eines Finanzderivates ist dabei eine Handelsstrategie, mit deren Hilfe der Heraus-
geber dieses Finanzderivates alle entstehenden Anspriiche ohne weitere eigene
Zuzahlungen erfiillen kann; der obere Preis ist definiert als Infimum iiber alle
Ausgabepreise von oberen Hedges. Die allgemeine Festlegung des oberen Preises
aus [63] erweist sich dabei als ungeeignet fiir das Aktie/Bond Modell, und es wird
gezeigt, da} Selbstfinanzierung die naheliegendste Zusatzvoraussetzung bildet.
Der Beweis der Existenz eines oberen Hedges zum oberen Preis ist wesentlicher
Bestandteil der upper hedging duality, die den oberen Preis mit der oberen Grenze
aller arbitragefreien Preise in Verbindung bringt. Der allgemeine Beweis
besitzt jedoch den Nachteil, daf er nicht konstruktiv ist. Dariiberhinaus wird zur
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Berechnung des oberen Preises mit Hilfe des oberen Dualitéitssatzes die vollstéan-
dige Kenntnis des Wahrscheinlichkeitsmafles benotigt, welches dem Aktienpreis-
prozefl zugrundeliegt. Dieses ist jedoch in der Praxis i.a. unbekannt.

Als erstes zentrales Resultat des vierten Kapitels werden daher mittels expliziter
Konstruktion von oberen Hedges einfach zu berechnende Schranken fiir die oberen
Preise von Finanzderivaten mit komponentenweise konvexen Auszahlungsfunktio-
nen angegeben. Die einzigen benétigten Informationen stellen dabei Schranken
fiir die Trager der Faktoren des Aktienpreisprozesses dar.

Als zweites zentrales Ergebnis wird in Form einer schwachen Konvergenz-
bedingung ein hinreichendes Kriterium dafiir angegeben, daf3 die oberen Prei-
se die oberen Schranken annehmen und sich folglich leicht berechnen lassen.
Dariiberhinaus ist in diesem Fall eine explizite Konstruktion von oberen Hedges
mit minimalen Anfangskosten moglich, so dafl sich ein alternativer Beweis der
upper hedging duality ergibt.

Im zweiten Teil des vierten Kapitels werden die analogen Aussagen fiir die unte-
ren Preise und Hedges hergeleitet.

In Kapitel 5 dieser Arbeit werden die Konzepte der oberen und unteren Preise
bewertet. Als erstes wichtiges Ergebnis wird gezeigt, daf i.a. (im Widerspruch
zur Aussage , The intervals [0, C,) and (C*, 00) are the (maximal) sets of prices
that give a buyer or a seller, respectively, opportunities for arbitrage.“ aus [63],
Seite 396) der obere Preis eines Finanzderivates dem Kéufer und der untere Preis
dem Verkaufer eine Arbitragemoglichkeit eroffnet.

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden mit der Definition von konsistenten Preis-
systemen grundlegende Eigenschaften genannt, die ein Bewertungskonzept be-
sitzen sollte. Durch Verallgemeinerung eines Resultates von Harrison und Pliska
(vgl. [27]) wird dabei eine Verbindung zwischen konsistenten Preissystemen, arbi-
tragefreien Preisen und der Menge der dquivalenten Martingalmafie hergestellt,
mit deren Hilfe sich das Konzept der oberen und unteren Preise auf Konsistenz
untersuchen laft.

Da sich das zeitstetige Black-Scholes Modell als Limes von geeignet gewéhlten
zeitdiskreten Modellen auffassen l&8t, wird abschlieBend die Vertréglichkeit von
oberen und unteren Preisen mit der Konvergenz von Aktienpreisprozessen unter-
sucht.
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1.2 Grundbegriffe

Betrachtet werde ein Finanzmarkt mit d Basisfinanzgiitern, auf dem zusétzlich ein
derivatives Finanzgut gehandelt werden soll. Da die Laufzeit von Finanzderivaten
endlich ist, beobachtet man diesen Markt wéhrend eines begrenzten Zeitraumes;
die Handelszeitpunkte seien dabei {0, ...,n} (n € N). Der Preisverlauf von min-
destens einem Basisfinanzgut sei zufallsabhéngig, so dal zur Modellbildung
zunéchst ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P,,) benétigt wird.

Definition 1.1 ([33], Abschnitt 3.1)
a) Ein n-Perioden Modell ist ein Paar (S,F), bestehend aus

i) einer Filtration F = (F;)o<i<n in F, dem Informationsverlauf;

i) einem zu F adaptierten R%-wertigen Prozef S = (S;)o<i<n auf €,
dem Preisprozef. Fiir S; = (Si1,...,Sia)" gibt S;; dabei den Preis von
Finanzgut j zum Zeitpunkt v an, 1 < j < d.

Weiterhin existiere zu jedem i € {0,....n — 1} ein d-dimensionales F;-
mejfbares X; mit

Pw()?fSl > O) =1, Pw()?fsi-i-l - 1) =1
)g': (Xi)ie{o,---m—l} heifst risikofreie Anlagestrategie.

b) Der durch i1
ap =1, a; == [[ X}Sk, 1<i<n,
k=0
definierte Prozef wird als Diskontierungsprozef ', (a;S;)o<i<n als abdiskon-
tierter Preisprozefs bezeichnet.

Ein auf diesem Finanzmarkt handelnder Agent stellt zum Zeitpunkt i = 0 ein
Portfolio Hy zusammen und schichtet es zu den einzelnen Handelszeitpunkten
gemaf seinen Marktbeobachtungen, d.h. aufgrund seiner bis zu diesem Zeitpunkt
gesammelten Informationen, um. Zu jedem Zeitpunkt ¢ € {1,...,n — 1} verkauft
er also das Portfolio H; 1, welches er im Zeitpunkt :—1 gebildet hat, zum Preis
H! |S;; anschlieBend stellt er ein neues Portfolio H; zum Preis H!S; zusammen
und hélt dieses bis ¢+ 1. Dieses Vorgehen ist zu jedem Zeitpunkt ¢ mit einer Ent-
nahme H} ;S; — H.S; verbunden, wobei eine negative Entnahme das zusétzliche
Einbringen von Kapital in das Portfolio bedeutet.

!Als Folgerung von Satz 1.13 ist der Diskontierungsprozef zumindest in arbitragefreien
Modellen eindeutig bestimmt und somit wohldefiniert.
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Definition 1.2 ([33], Abschnitt 3.2 und [63], Seite 386)

a) Fine Handelsstrategie ist ein zu F adaptierter Re-wertiger stochastischer
Prozef§ H= (H;)o<i<n. Fiir H; = (H;1, ..., H; 4)" gibt H; dabei den Anteil
des k-ten Finanzgutes im Portfolio H; an, welches im Zeitpunkt © gebildet
und bis zum Zeitpunkt © + 1 gehalten wird, 1 < k < d.

b) Der Werteprozeff V einer Handelsstrategie H ist gegeben durch V; = H!S;,
1=0,..,n.

c¢) Der Entnahmeprozefs 0(H) einer Handelsstrategie wird definiert durch

d) FEine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend, falls eine der beiden folgen-
den Bedingungen erfillt ist:

i) Hy=0und 6;(H) =0 Py-fs., 1 <i<n-—1;
i) 0;(H) =0 Py-fs.,1<i<n.

Auf diesem Finanzmarkt soll nun ein von den Basisgiitern abgeleitetes Finanz-
gut gehandelt werden. Fine Vielzahl dieser Finanzderivate liefert dem Ké&ufer
zu jedem Zeitpunkt ¢ € {1,...,n} eine zufallsabhéngige Auszahlung C;. Will der
Verkaufer des Finanzderivates diese Auszahlungen ohne das Risiko eigener Zuzah-
lungen leisten, so wird er bestrebt sein, die Forderungen mit Hilfe der Entnahmen
aus einer geeigneten Handelsstrategie zu erfiillen.

Definition 1.3 ([33], Abschnitt 3.10)

a) Ein Finanzderivat (Claim) mit regelmdfigen Auszahlungen ist ein zu
seinem Besitzer zum Zeitpunkt © die Auszahlung C;, 1 < i <n.
Gilt daber C7 = ... = C,,_1 = 0, so wird der Claim als Finanzderivat mit
terminaler Auszahlung bezeichnet.

b) Ein Finanzderivat mit regelmdfigen Auszahlungen heif$t absicherbar (repli-
zierbar, hedgebar), falls eine Handelsstrategie H existiert mit H, = 0 und
0;(H) =C; Py-f.s., 1 <i < n. Hwird dann als Hedge des Finanzderivates
bezeichnet.
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Die wohl bedeutendsten Beispiele solcher Finanzderivate sind européische Call-
und Put-Optionen (vgl. z.B. [25], Seite 298), die dem Kéufer (Halter) das Recht
verleihen, eine Aktie zu einem vorgegebenen zukiinftigen Zeitpunkt zu einem a
priori festgelegten Ausiibungspreis K > 0 zu kaufen bzw. zu verkaufen:

Beispiel 1.4 ([33], Beispiel 3.11)
Ein europdischer Call auf das j-te Finanzgut mit Austibungspreis K > 0 ist
gegeben durch den Claim C mit C; =0, 1 <i<n—1, und

Cn = (Sn,j - K)+7
der entsprechende europdische Put durch C; =0, 1 <i<mn—1, sowie

Cn - (K - Sn’j)—i_.

Eine weitere wichtige Klasse von Finanzderivaten bilden die amerikanischen
Optionen. Diese verleihen dem Ké&ufer ein Recht auf Ausiibung innerhalb des
Zeitraumes {0, ...,n}; seine Entscheidung wird der Halter dabei aufgrund der bis
zum jeweiligen Zeitpunkt vorliegenden Informationen treffen miissen.

Definition 1.5 ([33], Abschnitt 4.1)

a) Ein amerikanischer Claim (eine amerikanische Option) ist ein zu F adap-
tierter reellwertiger stochastischer Prozefd C. Fiiri € {0,...,n} gibt dabei C;
die Auszahlung an, die der Inhaber bei Austiibung zum Zeitpunkt © erhdlt.

b) Eine Ausiibungsstrategie ist eine Stoppregel T : Q — {0, ...,n} beziglich der
Filtration F. Die Menge der Ausiibungsstrategien werde mit T bezeichnet.

c) Zu jeder Ausibungsstrategie T gehort der realisierbare Claim
(001{7':0}7 ceey Cnl{’r:n}>
mit Gesamtauszahlung Cr = >""" Cilir—p.

Der Herausgeber der Option, welcher als Stillhalter bezeichnet wird, kennt die
Stoppregel des Kéaufers nicht. Um sich dennoch gegen alle méglichen Anspriiche
abzusichern, wird er vom Verkaufserlos der Option eine Handelsstrategie H zu
erwerben versuchen, deren Wert H!S; zu jedem Zeitpunkt ¢ mindestens so grofl
ist wie der Anspruch Cj, der sich bei Ausiibung in i ergébe. Strategien H mit
HLS, > C, (P,-fs.) fiir alle Stoppregeln 7 weisen dabei jedoch (wie sich im
Verlauf dieser Arbeit noch zeigen wird) einen zu hohen Anfangspreis auf, der
iiber allen ,akzeptablen* Verkaufspreisen der Option liegt. Damit gelangt man
zur folgenden Definition eines Hedges fiir amerikanische Optionen:

7



Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

Definition 1.6 ([25], Definition 6.35)
Ein amerikanischer Claim C heifit absicherbar (hedgebar, replizierbar), falls eine
Stoppregel T und eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H existieren mit

i) HiS, > Cy Py-f.s. fiir alle 0 <k <mn,

ii) H'S, = C, Py-fs..

Beispiel 1.7 ([33], Beispiel 4.2)
Ein amerikanischer Call auf das j-te Finanzgut mit Austibungspreis K > 0 ist
gegeben durch den Prozefs C' mit

CZ' = (Si,j —K)+, 0 S 1 S n,
der entsprechende amerikanische Put durch den Prozefs C mit

Cz': (K—Si’j)—i_, OSZSH

1.3 Ausgangsmodell und Ausgangsproblem

Im folgenden wird ein spezielles n-Perioden Modell genauer untersucht. In ihm
werden d = 2 Finanzgiiter gehandelt, ndmlich ein Bond mit zum Zeitpunkt
0 bekannten Verzinsungen rq,...,7, und eine Aktie mit positivem Preisprozefl
Ag, ..., Ap; dieser kann stets in multiplikativer Form

k=1

mit Faktoren Y; = A;/A;_1, 1 <i < n, dargestellt werden. Der Anfangsaktienkurs
Ao > 0 sei dabei im Anfangszeitpunkt 0 bekannt, die Entwicklung des Aktien-
kurses Ay, ..., A, jedoch zufallsabhéngig.

Der Finanzmarkt besitze die folgenden Eigenschaften:

e Der Investor besitzt die Moglichkeit, in den Bond zu investieren oder einen
Kredit aufzunehmen, die Aktie zu kaufen oder ein short-selling der Aktie
durchzufithren. Unter short-selling versteht man dabei das Eingehen einer
short-position in einem Gut durch Ausleihen, Ubernahme von Verpflichtun-
gen und anschlieBendem Ausgleichen der Position.

e [Es werden keine Dividenden gezahlt.

e Es entstehen keine Transaktionskosten.



1.3 Ausgangsmodell und Ausgangsproblem

e Die Aktie ist unendlich oft teilbar, d.h. es kénnen beliebige Anteile erworben
werden.

e Der Markt ist hinreichend liquide, d.h. es konnen beliebig hohe Kredite
aufgenommen werden und beliebig viele Einheiten Bonds erworben werden.

Zur Modellierung des Finanzmarktes wahlt man dabei
o (7)) = ((0,00)", Bfig oo)n)

e Y}, ....Y, als Koordinatenprojektionen,

0,00)i" 1 =1,...,n, als Informationsverlauf,

Fmit Fo ={0,Q}, F =B

A= (Ay, AoYr, ..., Ao T], Yi) mit Ay > 0 als Aktienpreisprozes,

B= (1, L+r, . T (1 + n)) als Bondpreisproze$ mit 7, ..., 7, > 0,

k 1

e (o mit g — 0 und . — Hi—l Tor
~ - 2

k =1, ...,n, als Diskontierungsprozes,

Smit S; = (4;, B;)!, i =0, ...,n, als Preisprozes,

P, als zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, F).

Weiterhin bezeichne
P = {Q : Q ~ Pw, EQ|OJZSZ| < 00, EQ(aZSZLE,l) = 041-,151-,1 Q—f.S. V<< n}
die Menge der dquivalenten Martingalmafle.

Dieses spezielle n-Perioden Modell wird im folgenden stets als Aktie/Bond Modell
bezeichnet.

Im Rahmen dieser Arbeit soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen
in diesem Modell die fundamentalen Finanzderivate européische Call- und Put-
Optionen sowie amerikanische Call-Optionen absicherbar sind und demnach ein-
deutig bestimmte faire Preise besitzen.

Weiterhin soll im Falle der Unwollstindigkeit des Modells untersucht werden, ob
die Theorie der unteren und oberen Preise einen geeigneten Ansatz zur Bewer-
tung von nicht-absicherbaren Optionen mit konvexen Auszahlungsfunktionen lie-
fert, zu denen die o.g. Finanzderivate gehoren. In diesem Zusammenhang sollen
insbesondere leicht zu berechnende Schranken fiir obere und untere Preise sowie
super- und subreplizierende Handelsstrategien bestimmt werden.

9



Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

1.4 Arbitragefreiheit und Vollstandigkeit

Fundamentale Voraussetzung sowohl fiir die Existenz fairer Preise von absicher-
baren Claims als auch fiir die Anwendbarkeit der Theorie unterer und oberer
Preise fiir nicht-absicherbare Finanzderivate ist die Giiltigkeit des No-Arbitrage-
Prinzips: Im Ausgangsmodell und im um den Handel mit dem Finanzderivat
erweiterten Modell soll kein risikoloser Profit moglich sein.

Basierend auf diesem simplen Prinzip errechneten Fisher Black und Myron Scho-
les 1973 die berithmte Bewertungsformel fiir européische Call-Optionen im (zeit-
stetigen) Black-Scholes Modell (vgl. [8]), welche von Robert Merton im selben
Jahr in vielfacher Hinsicht verallgemeinert wurde (vgl. [43], [42]). 1997 wurden
Scholes und Merton fiir ihre bahnbrechende Arbeit mit dem Nobelpreis ausge-
zeichnet.

1.4.1 Der erste Fundamentalsatz der Preistheorie

Als erster Schritt soll untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen allge-
mein in n-Perioden Modellen und speziell im Aktie/Bond Modell keine risikolose
Profitmoglichkeit existiert.

Definition 1.8 (vgl. [63], Definition 1 und 2 in Kapitel V)

In einem n-Perioden Modell sei SF,., die Menge aller Handelsstrategien H mit
HiSy = 0, 0;(H) = 0 Py-fs. firl < i < n und P,(HLS, > 0) = 1 sowie
P,(H!S, > 0) > 0. Das Modell heifit arbitragefrei, falls SF,, = 0.

Der erste Fundamentalsatz der Preistheorie liefert ein leicht zu iiberpriifendes hin-
reichendes und notwendiges Kriterium fiir die Arbitragefreiheit von n-Perioden
Modellen:

Satz 1.9 (vgl. [33], Satz 5.1)
,First fundamental asset pricing theorem*:
Ein n-Perioden Modell ist genau dann arbitragefrei, wenn P # () gilt.

Ein auf funktionalanalytischen Hilfsmitteln basierender Beweis befindet sich z.B.
in [33] und [63]; ein alternativer, auf utility-mazimisation basierender Beweis wird
in [17] und [53] gefiihrt.

Speziell im Aktie/Bond Modell 148t sich die Untersuchung auf Arbitragefreiheit
direkt mit Hilfe des Mafles P,, durchfiihren:

10



1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

Satz 1.10
Betrachtet werde ein Aktie/Bond Modell mit Ep,(Y;) < oo fiir alle i € {1,...,n}.
Definiert man fiir jedes i € {1,...,n}

D;:=(0,14r;), E:=[14nr], U :={1+rm,0),

pip =Py (D1), pig=P)(E), piy:=P}U)
sowie fiiri € {2,....,n} und g;_1 = (y1, ...,yi_l) € (0,00)!

Pip(fio1) = Pyl0--Yo)=iio(p;),
pm(?-ﬂ — pwy\ Yi,.. ,Yzfl):lﬁq(Ei),
Di U(Zjifl) — Pg]fi‘(ylv--wnfl):gifl([]i)’

so ist das Modell genau dann arbitragefrei, wenn die Bedingungen

AT ¢ pip =1 oder (pru >0App>0),
Ay ¢ [pie(ie1) =1 oder (v (Gi—1) > 0 A pip(Fi—1) > 0)] PYYic1)_f g
fir alle i € {2,...,n} erfillt sind.

Beweis: Seien zunéchst die Bedingungen A} fiir alle ¢ € {1,...,n} erfiillt. Wegen
Ep,(Y;) < oo kann 0.B.d.A. Ep, (Y;|(Y1,....Yic1) = (Y1, ¥i—1)) < oo fiir alle
(Y1, s yio1) € (0,00) ! und 7 € {2, ...,n} angenommen werden.

Falls p; g < 1, so definiert man p; j, := p1,p + p1,r und

C1,p ‘= / 1d dst/l, au = /id dpi)ﬁ;

D1+FEq U

weiter seien a; p, a1 € (0,00) die eindeutig bestimmten Losungen von

aip-Piptav-mu=1ANap-aptay-cauv=1+r,

d.h.

cau—pw- (1+m) Pip-(1+7)—cip
a1,.p = — , My = — .
Q.U - Pi,p —C,D " PLU Q,u - Pi,p —C,D " PLU

Dann wird das Wahrscheinlichkeitsmafl (), festgelegt durch

Q1(-) = 1(pr.e) Pat () + Loy (pr,e) [a1,p Pyt (- N (D14Er)) + aro Pyt (- N UL

Fir i € {2,...,n} und ¢;—1 € (0,00)" ! mit 0 < min{p; y(¥i-1), pi.p(¥i—1)} und
pi.e(Yi—1) < 1 definiert man

Pip(Wic1) = pip(Ui-1) + pie(¥i-1),

¢i,p (i) : /ld APy V)= ey (G ) /zd dPYil(Y,Yi) =g

11



Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

Dann sind a; p(¥i—1), @i,v(¥i—1) € (0,00) mit

a,~D(g{ 1) _ Ci,U(gi—l) _pLU(g;-_l) . (1 + ri)
i, 1= C@U(gi—l) . ﬁi,D(?ji—l) - ci,D(gi_l) . pi,U(gji_l)7

Pi.pWi-1) - (1 4173) — cip(¥i-1)
civ(Wie1) - Pip(Wi1) — cip(Uie1) - Piv (Fio1)

@i,U(g’ifl) =

die eindeutig bestimmten Lésungen von
) piv(i-1) = 1,

ai.p(Yi-1) - Dip(Wi-1) + aiv (Fi- Ui
T i ) Ci,U(?ji—l) = 1+7’Z

i,D\Yi— 1
¢ip(Yi1) + aiv (Yiza

Fiir 4,1 € (0,00)" ! mit min{p; (¥i—1), pi.p(¥i—1)} = 0 seien a; p(¥;—1) := 1 und
a;v(Yi—1) := 1. Damit sind a; p(-), a;v(-) meBbare Abbildungen, so daB8 durch
Qi : (0, C)O)Z X B|(07oo) — [O, 1] mit

Qi(?jz‘fl;Ai) = 1[1] (pi’E(gi71>)Pf‘(Yl ..... %*1):@'*1(141-)
+ 10,1y (P, 5 (Gi-1)) [@i,p (G—1 ) Py Y0¥ )=0im0 (4, 0 (D; + E))

+ai,U(37i—1)P3)/i|(Yl """ Yic)=hi-1( 4, 0 Uz)]

ein Ubergangskern definiert wird. Schlieflich bildet @ mit

QA) = [ [ [ [14002) QuGors ) Qucs (G2 ). Qa( ) Qs )

ein dquivalentes Martingalmaf§ auf B,

Sei nun @ ein zu P, dquivalentes Maf. Falls Bedingung A% nicht erfiillt ist,
d.h. falls pyp > 0 und pyy = 0 oder pyp = 0 und p;y > 0 gilt, so folgt
Egv, (id) < 147y bzw. Egy, (id) > 147y, also ein Widerspruch zu Eq(Y1) = 1+71.
Falls fiir ein i € {2,...,n} Bedingung A7 nicht erfiillt ist, so erhélt man fiir

By = A{yi1: piv(¥i-1) > 0 A pip(¥i-1) = 0},
By = {fi1:piv(fia) = 0Apio(Fi1) > 0},

daB PS Y )(B, + By) > 0 und folglich max{ Q-1 (B;)} > 0 gilt.
]: b
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1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

Somit kann die Bedingung
EQ(Y; | (Y1, ..., Yio1) = (v, '-'ayifl)) =1+ Q(Yl """ Vi) £,

nicht erfiillt sein.

Ein leichter zu iiberpriifendes Kriterium liefert das folgende Lemma:

Lemma 1.11

a) Im Aktie/Bond Modell gelte P, ~ @;_,PY:. Falls fir jedes i € {1,...,n}
d; := min supp(PY) und u; := sup supp(PY) die Bedingung

di<1l+r;,<wu; oder di=14r;=u

erfiillen?, so existiert ein dquivalentes Martingalmafl Q, unter dem Y1, ..., Y,
stochastisch unabhdngig sind; insbesondere ist das Modell arbitragefres.

b) Die Bedingung P, ~ Q;_, PYi ist insbesondere erfiillt, falls abzihlbare Teil-
mengen €1, ..., 2, C [0,00) existieren mit supp(P,) = %1@

Beweis: O.B.d.A. kann Ep, (Y;) < oo fiir alle i € {1,...,n} angenommen werden;
andernfalls ersetze man P, im folgenden durch das Mafi P = @', P;, wobei P,
festgelegt sei durch

dP; (z) = exp(—x)
dPY " Bp,(exp(-Y))
Dann gilt P ~ P, und Ep(Y;) < m < 0.

Mit derselben Konstruktion wie beim Mafl (); im Beweis von Satz 1.10 folgt dann
die Existenz von Mafien Q1 ..., Q, mit Q; ~ PYi und Eg,(id) = 1+7r;,1 <i<n.
Dann liefert @ := Q);, Q; das gewiinschte Martingalmaf.

0

Lemma 1.11 b) zeigt insbesondere, dal bei Aktie/Bond Modellen mit diskreten
Verteilungen eine genaue Kenntnis von P, fiir die Untersuchung auf Arbitrage-
freiheit nicht notwendig ist; lediglich die Gestalt des Tréagers von P, ist hierfiir
relevant.

2Fiir ein W-Maf3 P bezeichne supp (P) den Triiger, d.h. die kleinste abgeschlossene Menge
A mit P(A) =1, vgl. [22], S. 339.
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Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

Eine Anwendung liefert das folgende Beispiel:

Beispiel 1.12
In jedem der Fille

a) supp (Py) :igl{di, w;}, 0 < d; <u; < oo (Binomialmodell),

b) supp (Py) ={d,u}", 0 <d<u<oo, 71 =..=r, =T
(Coz-Ross-Rubinstein Modell),

c) supp (P,) :iél{di,ui}ki?éIﬂ +r}, I C{l,...,n}, 0 < d; <u < o0
fiir alle i € I (wobei mit x die ,richtige® Reihenfolge der Faktorenmenge

gemeint ist)
(deterministisch/dichotomes Modell)

ist das zugehirige Aktie/Bond Modell genau dann arbitragefrei, wenn jeweils die
entsprechende Bedingung

a) di <l+mr; <w; firi=1,..,n,
b) d<1l4r<u,
c) di <1+r;<wuy firalleiel

erfillt ist (fir a) und b) vgl. z.B. [16],[33], [50]).
In arbitragefreien n-Perioden Modellen gilt ein wichtiges Grundprinizip:

Satz 1.13 (vgl. [33], Seite 11)

Stimmen fiir zwei Kombinationen Fy und Fy von Finanzgiitern in einem arbitrage-
freien n-Perioden Modell die Werte zu einem Zeitpunkt k € {1,....n} P,-f.s.
tiberein, dann sind auch thre Anfangswerte identisch.

Beweis: (vgl. [33], Seite 11) Sei Vp; der Wert der Kombination F; zum Zeitpunkt 0,
t=1,2. Im Fall Vy; > V{2 wiirde ein short-selling in F; und der Erwerb von F;
zum Anfangszeitpunkt, gefolgt vom Verkauf von F5 und Riickkauf sowie Zuriick-
geben von F; im Zeitpunkt k eine Arbitragemoglichkeit ergeben. Ist in diesem
Markt short-selling nicht erlaubt, so ergébe sich dennoch eine Arbitragemoglich-
keit fiir den Besitzer der Kombination F. Analog ergibt auch der Fall V;; < Vj o

eine risikolose Profitmoglichkeit.
OJ
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1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

Betrachtet wird nun ein arbitragefreies n-Perioden Modell (geméfl Definition 1.1).
Mit Hilfe von Satz 1.13 ergibt sich fiir ein absicherbares Finanzderivat mit ter-
minaler Auszahlung C,,, daf} alle Hedges denselben Anfangswert besitzen, da ihr
Wert im Zeitpunkt n vor Auflésung des Portfolios P,-f.s. gleich C,, ist.

Sei weiter H ein Hedge fiir ein absicherbares Finanzderivat mit regelméfligen
Auszahlungen (1, ..., C,,. Dann besitzt die Handelsstrategie H mit

k
Hy = (Hga, Hyp + Zaiéi(ﬂ))t, 0<k<n,
i=1
den Anfangswert H)S; und P,-f.s. den Endwert Y " | o;C;B,,; geméf Satz 1.13
stimmen also wieder die Anfangswerte aller Hedges iiberein.

Auch bei amerikanischen Optionen greift dieses Prinzip, jedoch in leicht modi-
fizierter Form. Seien ndmlich H und G Hedges fiir eine amerikanische Option
mit Auszahlungsprozef§ C. Dann gilt P,-fs. H!S, > Cy und G.S), > C sowie
HLS, = C; und GLS, = C, fiir zwei Stoppregeln 7, 0. Falls etwa HSy < G§Sy
gilt, so fithre man im Anfangszeitpunkt ein short-selling in der Handelsstrategie
G durch und erwerbe H. Fiir w € 2 verkaufe man im Zeitpunkt o(w) das Portfolio
Hg(,) wieder und gleiche die short position aus. Wegen

HZ;SU = Z H,iskl{(,:k} Z chl{azk} = Co = GtUSU Pw—f.S.
k=0 k=0

erhdlt man insgesamt (z.B. durch Anlegen von G§Sy — HESp in die risikofreie
Anlagestrategie) eine Arbitragemoglichkeit.

Ist short-selling nicht erlaubt, so ergébe sich dennoch fiir den Besitzer von G eine
risikolose Profitmoglichkeit.

Insgesamt ergibt sich:
Satz 1.14 (vgl. [33], Abschnitt 3.12 und [25], Theorem 6.36)

Betrachtet werde ein arbitragefreies n-Perioden Modell.

a) Der eindeutig bestimmte arbitragefreie Preis eines mit einer Handelsstra-
tegie H absicherbaren Claims C zum Zeitpunkt k € {0,...,n} ist gegeben

durch
ar(C) = H}.Sk.

b) Der eindeutig bestimmte arbitragefreie Ausgabepreis einer absicherbaren
amerikanischen Option betrdgt

aO(Q) - H(I;S(Jv

wobei H ein beliebiger Hedge sei.
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Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

1.4.2 Arbitragefreie Preise und Hedgebarkeit von Finanz-
derivaten

Im folgenden werde stets ein Aktie/Bond Modell zugrundegelegt; dariiber-
hinaus sei dieses stets als arbitragefrei angenommen. Die Idee bei der Bewertung
eines Finanzderivates besteht nun darin, dafl weder Kaufer noch Verkéufer im um
den Handel mit dem Derivat erweiterten Modell einen risikolosen Profit erzielen
konnen. Es wird sich zeigen, dal genau dann ein eindeutig bestimmter arbitra-
gefreier Preis fiir ein Finanzderivat mit nicht-negativen Auszahlungen existiert,
wenn die Bewertung unter allen dquivalenten Martingalmafien gleich und nach
oben beschrankt ist, was wiederum &dquivalent zur Existenz eines Hedges ist.

Definition 1.15 (vgl. [25], Definition 5.29)

Fine reelle Zahl a(C,) > 0 wird als arbitragefreier Preis eines Finanzderivates
mit nicht-negativer terminaler Auszahlung C,, bezeichnet, wenn ein zu F adap-
tierter reellwertiger stochastischer ProzefS V' existiert, so daf

i) Vo =a(Cy),
i) Vie >0 Py-fs, 1<k<n-—1,
iii) Vo, = anCp Py-f.s.,
und so dafS das erweiterte Modell mit Preisprozef$ (S;, Vi)o<i<n arbitragefrei ist.

Die Menge der arbitragefreien Preise von C, wird mit 11(C,) bezeichnet, ihre
grofite untere bzw. kleinste obere Schranke mit

a(Cy) :=inf II(C,,), a(C,) :=sup II(C,).

Satz 1.16 ([25], Theorem 5.30)
Die Menge der arbitragefreien Preise eines Finanzderivates mit nicht-negativer
terminaler Auszahlung C,, ist gegeben durch

II(C,) = {Eg(anCy)|Q € P, Eg(Cy) < o0}

Falls TI(C,,) # 0, so sind die grifite untere und die kleinste obere Schranke gegeben

durch
a(Cy) = inf Eg(a,C), a(C,) = sup Eg(a,Ch).
QeP QeP

Satz 1.17 ([25], Theorem 5.33)
Gegeben sei ein Finanzderivat mit nicht-negativer terminaler Auszahlung C,.

a) Wenn C,, hedgebar ist, dann besteht die Menge 11(C,,) aus einem einzigen
Element Vi, wobei Vi der Anfangswert einer beliebigen replizierenden Han-
delsstrategie ist.
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1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

b) Wenn C,, nicht hedgebar ist, dann gilt entweder I1(C,,) = 0 oder
i) a(Cy) <a(Cy,) und
it) T(Cy) = (a(Cy),a(Ch)).

Korollar 1.18
FEin Finanzderivat mit nicht-negativer terminaler Auszahlung C,, ist genau dann

hedgebar, wenn a(C,) = a(C,) < oo gilt.

Die Ergebnisse von Satz 1.16, Satz 1.17 und Korollar 1.18 lassen sich mit Hilfe
des folgenden Lemmas auf Claims mit nicht-negativen Auszahlungen C4, ..., C,
iibertragen:

Lemma 1.19
Ein Finanzderivat C mit Auszahlungen Ch, ..., C,, ist genau dann hedgebar, wenn
der Claim D(C) mit terminaler Auszahlung

C) = Z OékaBn
k=1

hedgebar ist.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB fir k € {1,...,n — 1} der Claim let C; =0,
1 # k, und C. = Cy genau dann hedgebar ist, wenn D mit D =0firj <n
und D,, = ChayBn hedgebar ist. Dies folgt sofort aus der Uberlegung, daB eine
Handelsstrategie H genau dann einen Hedge fiir QA bildet, wenn ]gl mit H ;= H;
fiir j < k und ﬁj = H; + (0, a,Cy)" fiir j = k,...,n — 1 ein Hedge fiir l:)ist.

O
Definition/Korollar 1.20
Sei C' ein Finanzderivat mit regelmdpigen nicht-negativen Auszahlungen.

a) Fine reelle Zahl a(C) wird genau dann als arbitragefreier Preis fir C
bezeichnet, wenn sie ein arbitragefreier Preis von D(C) im Sinne wvon

Definition 1.15 ist.

b) Die Menge der arbitragefreien Preise fiir C ist gegeben durch

(C) = {Eq() _ axCy)|Q € P, Eq(D _ aCi) < o0}

k=1 k=1
Gilt II(C) # 0, so sind die untere und obere Schranke gegeben durch

a(C) = inf Eg(y wCy), a(C sup Fo(»  axCy)
—<~ QGPQZkk QGEQZkk

¢) C ist genau dann hedgebar, wenn a(C) =a(C) < oo gilt.
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Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

Um zu einer geeigneten Festlegung eines arbitragefreien Preises einer ameri-
kanischen Option mit nicht-negativem Auszahlungsproze§ C'zu gelangen, macht
man sich zunédchst klar, dafl ein realisierter Claim C als Finanzderivat mit
Auszahlungen Cylg—py, 0 < k < n, aufgefait werden kann.

Die Menge der arbitragefreien Preise von C; ist nach Korollar 1.20 (erweitert um
eine mogliche Auszahlung in k£ = 0) gegeben durch

II(C;) = {Eg(a,;C;) : Q € P, Eg(a,;C;) < oo}

Aus Sicht des Verkéufers sollte nun keine Ausiibungsstrategie 7 existieren, so dafl
der zugehorige realisierte Claim C). unterhalb eines jeden seiner arbitragefreien
Preise erworben werden kann.

Aus Sicht des Kéaufers sollte andererseits mindestens eine Ausiibungsstrategie
existieren, deren zugehoriger realisierter Claim C, zu einem arbitragefreien Preis
erworben werden kann (vgl. [25], Seite 273).

Definition 1.21 ([25], Definition 6.31)
FEine reelle Zahl a(C) > 0 wird als arbitragefreier Preis einer amerikanischen
Option mit nicht-negativem Auszahlungsprozefs C bezeichnet, falls gilt

i) Es existieren 1o € T und Qo € P mit a(C) = Eg, (0, Cr,) < 00.

i) Es existiert kein 7 € T mit a(C) < m fir alle m € II(C}).

Satz 1.22 ([25], Theorem 6.33)
Sei C der Auszahlungsprozef einer amerikanischen Option mit Cy, > 0 und
Cr € L1(Q) fir alle @ € P, 0 < k < n. Dann ist die Menge I1(C) der arbi-

tragefreien Preise fiir C ein reelles Intervall mit Endpunkten

a(C) :=inf sup Eg(a,C;) = sup inf Eg(a,C;)
QEP 1€T 7€T QEP

und

a(C) := sup sup Eg(a,C;) = sup sup Eg(a,C;).
- QEP 1€T reT QeP

Dariiberhinaus besteht die Menge I1(C) entweder aus einem einzigen Punkt, oder
sie enthdlt nicht ihren oberen Endpunkt a(C).
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1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

Satz 1.23 ([25], Theorem 6.36)

Sei C' der Auszahlungsprozef einer amerikanischen Option mit Cy, > 0 und
Cr € L4(Q) fir alle @ € P, 0 < k < n. Dann sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:

i) Die Option ist hedgebar.
i) |II(C)| =1, d.h. C besitzt einen eindeutig bestimmten arbitragefreien Preis.

iii) a(C) € TI(C).

Definition 1.24
Besitzt ein Finanzderivat einen eindeutig bestimmten endlichen arbitragefreien
Preis, so wird dieser als fairer Preis des Finanzderivates bezeichnet.

Die fairen Preise absicherbarer Finanzderivate in einem arbitragefreien Markt
lassen sich mit Hilfe eines beliebigen dquivalenten Martingalmafies ohne explizite
Konstruktion eines Hedges berechnen; dieses Prinzip greift nicht nur fiir den
Anfangszeitpunkt, sondern fiir alle Handelszeitpunkte k& € {0,...,n — 1}:

Satz 1.25 ([33], Abschnitt 3.25 und Abschnitt 4.3)

Sei Q) ein beliebiges dquivalentes Martingalmays.

a) Ist ein Finanzderivat mit regelmdifigen Auszahlungen C mit einem bzgl. Q
integrierbarem Hedge H absicherbar, dann ist sein fairer Preis zu einem
Zeitpunkt k € {0,...,n — 1} gegeben durch

n

ay(Q) = iEQ( > alilFy).

(07
k i=k+1

b) Sei C' der Auszahlungsprozef einer amerikanischen Option. Sind sdmt-
liche realisierbare Claims C, (aufgefafst als Finanzderivate mit regelmdijsi-
gen Auszahlungen) mit beziiglich Q) integrierbaren Hedges absicherbar, dann
ist der faire Preis der Option zum Zeitpunkt k € {0,...,n—1} gegeben durch

1
ai(C) = sup — Eq(a:C-| Fy).

>k Qk
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Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

1.4.3 Der zweite Fundamentalsatz der Preistheorie

Die Aussage von Korollar 1.18 {ibertréigt sich direkt auf Optionen, bei denen C,,
P,-f.s. nach unten beschriankt ist. Gilt namlich P,(C,, > ¢) = 1 fiir ein ¢ < 0,
so ist D, = (C, — ¢)1{c,>¢ genau dann hedgebar, wenn infoep Eg(a,D,) =
supgep EglanDy) < 00, also wenn infgep Eg(a,Cy) = supgep Eg(anCr) < oo,
Fordert man zusétzlich, dal C,, auch P,-f.s. nach oben beschréinkt ist, so ist die
Bedingung supgep Fq(anCr) < oo trivialerweise erfiillt; eine Option mit P,-f.s.
beschriankter terminaler Auszahlung C,, ist daher genau dann hedgebar, wenn die
Bewertung Eg(«,C,,) unter jedem &dquivalenten MartingalmaBl () dieselbe ist.

Existiert im Aktie/Bond Modell genau ein #quivalentes Martingalmaf}, so ist
folglich jedes Finanzderivat mit P,-f.s. beschrinkter terminaler Auszahlung
hedgebar. Ist umgekehrt jedes Finanzderivat mit P,-f.s. beschrankter termina-
ler Auszahlung hedgebar, so gilt dies insbesondere fiir C,, = 14 mit beliebigem
A € F,, woraus dann schon |P| = 1 folgt. Diese Aquivalenz wird als zweiter
Fundamentalsatz der Preistheorie bezeichnet.

Definition 1.26 (vgl. [63], Seite 481)
Das Aktie/Bond Modell heifit vollstindig, wenn jedes Finanzderivat mit P,-f.s.
beschrinkter terminaler Auszahlung hedgebar ist.

Ist das Aktie/Bond Modell arbitragefrei, so liefert der zweite Fundamentalsatz
der Preistheorie ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Vollsténdig-
keit:

Satz 1.27 (vgl. [63], Theorem B auf Seite 481)

»3econd fundamental asset pricing theorem*:

FEin arbitragefreies Aktie/Bond Modell ist genau dann vollstandig, wenn |P| =1
qgilt.

Uberraschenderweise variiert die Definition der ,, Vollstindigkeit® eines Modells
in der Fachliteratur. In [63] heifit ein Markt z.B. vollstidndig, falls jedes Finanz-
derivat mit (P,-f.s.) beschrankter terminaler Auszahlung absicherbar ist (vgl.
Definition 1.26); in [25] hingegen wird die Hedgebarkeit von Finanzderivaten mit
nicht-negativer, in [38] mit P,-f.s. nach unten beschrénkter terminaler Auszah-
lung, in [51] die von allen Finanzderivaten mit terminaler Auszahlung gefordert
(wofiir in [63] der Begriff des perfekten Marktes verwendet wird), und in [33] be-
deutet Vollsténdigkeit sogar Absicherbarkeit aller Finanzderivate mit regelmdfi-
gen Auszahlungen.
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1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

Zunéchst soll daher die Konsistenz dieser Definitionen nachgewiesen werden,
wofiir Satz 1.27 erweitert wird.

Satz 1.28
Unter der Voraussetzung der Arbitragefreiheit sind im Aktie/Bond Modell die
folgenden Aussagen dquivalent:

a) Das Modell ist vollstindig.
b) Jedes Finanzderivat mit terminaler Auszahlung ist hedgebar.

c) Jedes Finanzderivat mit P,-f.s. nach unten beschrinkter terminaler Aus-
zahlung st hedgebar.

d) Jedes Finanzderivat mit nicht-negativer terminaler Auszahlung ist hedgebar.
e) Jedes Finanzderivat mit regelmdfigen Auszahlungen ist hedgebar.
f) Jede amerikanische Option ist hedgebar.
9) IPl=1.
Falls eine dieser Bedingungen erfillt ist, folgt

h) |supp(Pu)| < 2".

Beweis: Der Beweis von a) < b) < g) befindet sich z.B. in Kapitel V von [63]. Die
Implikation ¢g) = h) wird z.B. in [35], S. 268 ff. gezeigt; im zweiten Kapitel dieser
Arbeit wird zusétzlich nachgewiesen, dafl unter der Voraussetzung P, ~ @), PYi
die Ungleichung |supp(PY)| <

Aus h) erhélt man insbesondere, dafl in einem vollstédndigen Aktie/Bond Modell
jede Auszahlungsfunktion P,-f.s. beschrankt ist.

Die Aquivalenz b) < e) folgt aus Lemma 1.19.
b) = ¢) = d) ist trivial.

d) = a): Sei C,, P,-f.s. beschriankt, d.h. es existiere K > 0 mit P, (|C,| < K) = 1.
Dann existiert nach Voraussetzung ein Hedge H fiir C = (C +K)1l{c,>—Kk3}, und
Hmit H; = H;, — 0,0, K)t,i=0,...,n—1, sowie H, = H, = 0 repliziert C,,.

f)=a): Sei C, >0 P,-fs. beschriankt. Dann erfiillt die amerikanische Option
mit Auszahlungsproze C' = (0,...,0,C},) die Bedingung Cj € £,(Q) fiir alle
@ € P und fir alle k£ € {0,...,n}. Da sie nach Voraussetzung hedgebar ist, folgt
aus Satz 1.22 und Satz 1.23

sup sup Eg(a,C;) = inf sup Eg(a,C;).
QeP TeT QEP 1€T
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Kapitel 1: Einleitung und Grundlagen

Da weiterhin sup Eg(a,C;) fiir 7 = n angenommen wird, ergibt sich
T€T

inf E nCn =8 E nCn < )

it Eq(anCh) Sup Q(anCh) <00
und aus Korollar 1.18 folgt die Hedgebarkeit von C,,. Fiir P,-f.s. beschranktes
C,, folgt die Absicherbarkeit nun aus der Hedgebarkeit von C;f und C;, .

b) = f) : Dies ist die Aussage von Korollar 6.24 in [25].
0

Im folgenden wird das Modell nun als vollstindig bezeichnet, wenn eine der dqui-
valenten Bedingungen aus Satz 1.28 erfiillt ist.

Beispiel 1.29

Das Binomialmodell, das Cox-Ross-Rubinstein Modell und das deterministisch/
dichotome Modell aus Beispiel 1.12 sind jeweils genau dann arbitragefrei und
vollstindig, wenn die entsprechende Bedingung

a) 0<d; <1l4r,<u; <oo firi=1,..,n,
b) 0<d<l+r<u<oo,
c) 0<d; <1l+mr;<u; <oo firalleiel

erfillt ist.

Die Vollstandigkeit des Cox-Ross-Rubinstein Modells wird z.B. in [27] gezeigt,
die naheliegende Verallgemeinerung des Beweises fiir das Binomialmodell befin-
det sich z.B in [35]; der Nachweis fiir das deterministisch /dichotome Modell erfolgt
analog.

Das Binomialmodell, welches 1979 von John C. Cox, Stephen A. Ross und Mark
Rubinstein eingefithrt wurde (vgl. [15]), ist von beachtlicher praktischer und theo-
retischer Bedeutung: Es ist eines der wenigen zeitdiskreten Finanzmarktmodelle,
die vollsténdig sind, und in dem folglich Hedges und faire Preise fiir beliebige
Finanzderivate existieren. Die Cox-Ross-Rubinstein Bewertungsformel wird von
Banken zur Optionspreisberechnung verwendet (vgl. z.B. [10], Seite 349: , Bino-
mial option-pricing models are widely used in practice®), dartiberhinaus kann das
Binomialmodell zur zeitdiskreten Approximation des Black-Scholes Modells und

somit zur ndherungsweisen Berechnung und Herleitung der Black-Scholes Bewer-
tungsformel verwendet werden (vgl. z.B. [44], Seite 343 ff., [50], Seite 40 ff.).
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1.4 Arbitragefreiheit und Vollstéandigkeit

Nicht nur die Vollstéandigkeit ist in zeitdiskreten Finanzmarktmodellen ,the ex-
ception rather than the rule“(vgl. [25], Zeile 16 auf Seite 3); selbst die Hedge-
barkeit einer einzigen Sorte von Finanzderivaten, ndmlich von européischen Call-
Optionen (bzw. Put-Optionen), geht bei einer Abweichung von der Dichotomie
der Faktoren i.a. verloren.

Das folgende Resultat von A. Irle belegt dies fiir den i.i.d.-Fall:

Satz 1.30 ([34])
Sind im Aktie/Bond Modell die Faktoren nicht-deterministisch, und sind die An-
nahmen

al : P, ~ (PM)™

a2 : Das Modell ist arbitragefre:.

W3 { Eg, (A, — K)" = Eg,(A, — K)* fir alle K > 0 und alle
daquivalenten Martingalmafle Q1, Qo.

erfillt, dann ist es ein Cox-Ross-Rubinstein Modell.
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Kapitel 2

Untersuchung der Hedgebarkeit
von Call- und Put-Optionen

Satz 1.30 hat gezeigt, dal im i.i.d.-Fall i.a. nicht jede européische Call- bzw. Put-
Option hedgebar ist. Hieraus ergibt sich zunichst die Frage nach einer finanz-
mathematischen Begriindung (welche in [34] nicht geliefert wird); viel interes-
santer ist auflerdem die Frage, ob lediglich einzelne, iiberabzihlbar viele oder
sogar fast alle européischen Call- und Put-Optionen sowie amerikanischen Call-
Optionen nicht absicherbar sind, und ob die Ergebnisse vom i.i.d.-Fall auf den
stochastisch unabhéngigen Fall (d.h. P, ~ @Q_, P}i) iibertragbar sind.

Es werden dabei allerdings nur ,nicht-triviale“ Optionen betrachtet, d.h. nur
Calls und Puts, deren Ausiibungspreis K die Bedingungen P,(A4,, > K) > 0 und
P, (A, < K) > 0 erfillt.

Mit den Methoden aus [34] lassen sich diese Fragen nicht beantworten, weshalb
ein alternativer Ansatz notwendig ist.

Ein intuitiver Erklarungsversuch fiir arbitragefreie Aktie/Bond Modelle konnte
wie folgt aussehen:
1) Die Auszahlungsfunktion f(Ao[[,Y:) = (Ao[],Y; — K)" einer euro-
péischen Call-Option mit Ausiibungspreis K ist konvex und nicht-linear
auf (0, 00).

2) Da jeder Hedge H die Bedingungen oyHy_1S; = Eg(ouf(Y1, ..., Yn)|Fr)
P,-fs. fiir alle & € {1,...,n} und fiir alle dquivalenten MartingalmaBe @
erfiillen muB, sind die resultierenden Gleichungssysteme iiberbestimmt und
daher nicht lésbar, falls PY* nicht fiir jedes k € {1,...,n} dichotom ist.
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

oder

§) Sind die Faktoren nicht P,-f.s. dichotom, so existieren aufgrund der Kon-
vexitét von P iiberabzahlbar viele 4quivalente Martingalmafle. Da f konvex
und nicht-linear ist, kann die Bewertung Eq(f) nicht unter jedem @ € P
iibereinstimmen, was jedoch aus der Existenz eines Hedges folgen wiirde.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, daf§ diese Argumentation i.a. nicht hinreichend
ist. Es ist ndmlich moglich, dafl die resultierenden Gleichungssysteme nicht iiber-
bestimmt sind, und dafl die Bewertung Eq(f) unter jedem () € P dieselbe ist,
obwohl |P| = oo gilt:

Beispiel 2.1
Im Aktie/Bond Modell gelte ry = ... = 1, =: r sowie

Pw = R(d7 U) X (puéu +pd6d)n717 0< Pu = 1 —Pa < 1.

Dann sind fiir jedes K € {Aqd*u™* : 1 < k <n — 1} die europdische Call- und
Put-Option mit Austibungspreis K absicherbar.

In diesem Modell erhélt man |P| = oo aus

P D W1 ® (qubu + qada)" "+ Wi ~ R(d,u), Eg,(id) =1+r}

mit g, = lzi;d =1 —qq. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dafl jede

europiische Call-Option mit Ausiibungspreis K € {Agd*u" % : 1 <k <n — 1}
absicherbar ist; aus der Zerlegung (A,—K)" = (A,—K)+(K—A,)" und der stets
gegebenen Hedgebarkeit von (A, — K) folgt hieraus sofort die Absicherbarkeit
der entsprechenden européischen Put-Option.

Die Hedgebarkeit eines européischen Calls mit Auszahlung C,, = (A4, — K)* ist
geméf Korollar 1.18 dquivalent zu a(C,,) = @,(C,,) < o0.

Aus (A, — K)* < A, und Eg(A,) = AyB, < oo fiir alle @) € P erhilt man
zunichst a@,(C,) < co.

Satz 4.30 bzw. Theorem 4.33 in Kapitel 4 liefern

a(Cr) < Eg, (an(Ag HYZ - K)+)7

wobei Q1 = (qudu + qada)", Gu = 1Z+;d =1-—gqq. Mit
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

n—1
o= (" b [ R B (At K

1Bt sich dieses schreiben als @(C,,) < ay, S27—¢ ay.
Aus Theorem 4.54 in Kapitel 4 ergibt sich weiterhin

Q(Cn) > EQz(an(AO HY; - K)+)7

i=1

wobei Q2 = 014 ® (qudu + qa04)" " gilt. Dies kann mit der Festlegung

—1
s (nk )qﬁqs—l—kmoukd"*-ku+r>—K>+

ebenfalls in der Form a(C,) > a,, Y 4~ bi geschrieben werden.
Schliellich sei kg € {1,...,n — 1} so gewdhlt, dal K = Agu*od" *0 gilt. Dann
erhilt man a; = b, =0 fir alle 0 < k < ky— 1 und

n—1
ap = ( i )qﬁqg‘lk [(Aoukd”’l’ku — K)q, + (Agud"7*d — K)qd]

n—1
= ( . )ngglk(Aoukdnlm +7) - K)

— b

fir alle kg <k <n-—1.
O

Die Annahme al : P, ~ (PY)" aus Satz 1.30 wird in [34] interpretiert als
maftheoretische Formulierung der Voraussetzung, dafl Aktienkursbewegungen,
die in einer Handelsperiode méglich sind, auch in den anderen Handelsperioden
moglich sein sollen. Diese Annahme wird im folgenden abgeschwécht zu

Ay : Py~ ég}ﬁ.
=1

Auch hier soll eine Interpretation geliefert werden. Da das Mafl P, i.a. micht
bekannt ist, wird jeder Agent ein eigenes, subjektives Wahrscheinlichkeitsmafl P
fiir seine Entscheidungen zugrundelegen. Da Al dquivalent ist zu

Al : Es existiert P ~ P, mit P = ®P,}U/i,

=1

bedeutet A1l nun, dal mindestens ein Agent existiert, dessen subjektives Maf}
zum Mafl P, dquivalent ist, und der von der stochastischen Unabhéingigkeit der
Aktienkursbewegungen ausgeht.
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

2.1 Der beschrankte Fall

Zur Beantwortung der eingangs gestellten Fragen wird zunéchst der Fall betrach-
tet, dal die Tréager der Faktoren beschrinkt sind und jeweils dieselben oberen
und unteren Schranken besitzen. Anschliefend werden die Aussagen schrittweise
verallgemeinert.

Eine deutliche Verschiarfung von Satz 1.30 liefert das folgende Theorem:
Bereits die Forderung der Hedgebarkeit einer einzigen européischen Call- oder
Put-Option oder einer amerikanischen Call-Option kann die Dichotomie der

Faktoren implizieren.

Theorem 2.2
Im Aktie/Bond Modell gelte firi=1,...,n

0 < d := min supp(P)?) < 14 7r; < u := max supp(P) < .

Weiterhin seien die folgenden Annahmen erfillt:

Al: P, ~ é)Pg’i.
=1

Es existiert eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A2 oder eine absicherbare amerikanische Call-Option mit Ausibungs-
preis K € (Apd™, Agu™)\{Apd"u"* : 1 <k <n-—1}.

Dann folgt supp(P,,) = {d,u}", d.h. es liegt ein Binomialmodell mit Parametern
d,uw und rq,...,r, vOT.

Schon bei Abweichung eines einzigen Faktors von der Dichotomie existieren dem-
nach unter den Voraussetzungen von Theorem 2.2 hichstens n—1 ,nicht-triviale®
absicherbare européische Put- und Call- sowie amerikanische Call-Optionen.

Korollar 2.3
Im Aktie/Bond Modell seien Y3, ..., Y, stochastisch unabhdingig unter P, (oder
unter einem zu P, dquivalenten Mafs), und es gelte firi=1,...n

0 < d =minsupp(P))} < 1+r; <u=maxsupp(P))} < co.
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2.1 Der beschrankte Fall

a) In diesem Modell ist eine europdische Call- oder Put-Option oder eine ame-
rikanische Call-Option mit Ausiibungspreis K € (Aod™, Agu™)\{Agd*u"=* :
1 <k <n—1} genau dann absicherbar, wenn es ein Binomialmodell mit
Parametern d,w und ry,...,7, ist.

b) In diesem Modell ezistieren genau dann mindestens n absicherbare euro-
pdische Call- oder Put-Optionen oder amerikanische Call-Optionen mit
verschiedenen Ausibungspreisen K, ..., K, € (Aod", Apu™), wenn es ein
Binomuialmodell mit Parametern d,u und rq, ..., 1, ist.

Zum Beweis von Theorem 2.2 werden zunéchst einige Hilfslemmata benotigt:

Lemma 2.4
Im Aktie/Bond Modell sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Die europdische Call-Option mit Austibungspreis K ist hedgebar.
b) Die europdische Put-Option mit Ausibungspreis K ist hedgebar.

c) Die amerikanische Call-Option mit Ausiibungspreis K ist hedgebar.

Beweis: a) < b) folgt sofort aus der Zerlegung (A, — K)* = (A,— K)+(K—A,)"
und der Absicherbarkeit von (A, —K) durch das Portfolio H mit H; = (1, —Ka,,)",
0<:<n-—1,und H, =0.

a) < ¢) Zunichst wird die folgende Aussage gezeigt:

Hilfsbehauptung:

Ist f eine konvere Funktion mit f(Ax) < Af(x) fir alle 0 < X < 1, so ist
(arf(Ak))o<k<n ein Submartingal beziglich F. Hinreichend fiir f(Ax) < Af(x)
fiir alle 0 < X <1 ist f(0) <O0.

Beweis der Hilfsbehauptung: Die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwar-
tungswerte (vgl. Korollar 56.7 in [4]) liefert fiir Q@ € P und k € {1,...,n}

Eq(arf(Ar)|Fr-1) > anf(EQ(Ax|Fr-1))
= Oékf(<1+7’k)Ak_1)

A1

= T rkf((l +75)Ag—1)

Oékflf(Akfl) Q-fs..

v

O

Fiir den amerikanischen Call, dessen konvexe Auszahlungsfunktion f(zx)=(x—K)*
die Bedingung f(0) = 0 erfiillt, folgt nun aus der Hilfshehauptung und dem
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Optional Sampling Theorem (vgl. Satz 11.17 in [57])
sup Eg(a,;C;) = Eg(a,Ch)
TeT

fiir alle @ € P. Da weiterhin supgep Eg(C) < supgep Eg(An) = B, < oo gilt,
ergibt sich aus Korollar 1.18, Satz 1.22 und 1.23 die Aquivalenz von a) und c).
U

Lemma 2.5

Fir x,y,1 +r und K mit 0 < z < 1 +r < y < oo bezeichne a(zx,y, K) den
Austibungspreis einer europdischen Call-Option mit Ausibungspreis K in einem
FEin-Perioden Binomialmodell mit Parametern x,y,r. Weiterhin sei a(1 + r, K)
der faire Preis der Option in einem deterministischen Fin-Perioden Modell mit
Parameter 1 + r. Schlief§lich sei Ay > 0 der Anfangsaktienkurs.

a) Firalle0 <d<e<l1l4+r<u<ooundale K mit dAg < K < uAy gilt
ale,u, K) < a(d,u, K).

b) Firale0<d<l+r<e<u<ooundale K mitdAy < K < uAy gilt
a(d,e, K) < a(d,u, K).

c) Firalle 0 <d < 14+r <u < oo und alle K mit dAy < K < uAy gilt
a(l+r K) <a(d,u, K).

Beweis: Ohne Einschrankung gelte Ag = 1. Es sei f(z) = (r — K)* die Auszah-
lungsfunktion des Calls.

a) Die Ungleichung a(d, u, K) > a(e, u, K) ist dquivalent zu Eq(f) > Eg(f), mit

Q = QUéu + Qd5d7 Q = Z]\u(su + Qe(sw G =1 —qa = lj;i;d7 Z]\u =1-¢q.= %'

Anschaulich entspricht dies der Aussage, dafl der Punkt P, = (uq, +dqq, f(u)q,+
f(d)ga) = (1 + 7, f(u)g, + f(d)gs) in Abbildung 1 echt oberhalb des Punktes

Py = (1+r, f(u)gu + fe)qe) liegt:

F(Wau + f(d)gq t
fuw)gu + f(e)ge L

z  Abb. 1



2.1 Der beschrankte Fall

Die Ungleichung Eq(f) > Eg(f) wiederum ist dquivalent zu

1+r—d 1+r—e cu—(1+7)
B e e s
Im Falle e < K ist () dquivalent zu e > d, und fiir e > K ist (%) dquivalent zu
K > d. Diese Bedingungen sind aber trivialerweise erfiillt.

b) Die Ungleichung a(d,u, K) > a(d,e, K) ist dquivalent zu Eq(f) > Eg(f),

wobei @@ wie in 7) definiert und Q = ;04 + G.0c, . = pg%;d = 1—7, ist.

Anschaulich ist zu zeigen, daf§ P, in Abbildung 2 echt oberhalb von P liegt:

f(w)qu + f(d)ga 1

f(w)g, + f(e)ge L

z  Abb. 2

Der Fall e < K ist trivial. Falls e > K gilt, so ist Eq(f) > Eg(f) dquivalent zu
K >d.

c) Der faire Preis a(1+r, K) betrégt f(1+7r); demnach ist zu zeigen, da8 f(u)q, +
f(d)qq > f(1 4 r) gilt, d.h. P; in Abbildung 3 liegt echt oberhalb von P;:

fW)qu + f(d)ga 1

f(l+r) +

z Abb. 3

Der Fall K>1 + r ist trivial. Fiir K <1+ rist f(u)q, + f(d)qga> f(1 + r) dqui-
valent zu K > d.
(]
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Lemma 2.6
Sei P ein nicht-deterministisches Wahrscheinlichkeitsmafs auf ((0,00), Bj(0,00))-
Dann gilt:

a) Fiir alle 0 < d,u € supp(P) mit d < u < oo und fir alle p € (d,u) existiert
eine Folge (Py)ren von Wahrscheinlichkeitsmaf$en auf ((0,00), Bjo,00)) mit
i) Py~ P fir alle k € N,
ii) Ep (id) = p fir alle k € N,
iii) Py == Py = quby + qada, mit q, = =24 =1 — q,.
b) Fiir alle p € supp(P)N(0,00) ezistiert eine Folge (Py)ren von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf ((0,00), Bjo,00)), die a i), a i) und
iii) P, — Py =10,

erfiillt.

Beweis: ITm Falle Ep(id) = oo wird das W-Mafl P, betrachtet, definiert durch
AP, = f dP mit

1) = gy

Wegen P, ~ P und
1

1
—_——— l'e_wpdw <—<OO
Bp(e ) /m,oo) ) < ey

kann 0.B.d.A. Ep(id) < co angenommen werden.

Ep, (ld) =

Gilt weiterhin Ep(id) # p, so betrachte man das W-Maf}
By(-) =1 P(- 0 (0, p]) +72P(- N (p,00)),
wobei 71,72 € (0,00) die eindeutig bestimmten Losungen von

WP((0.p]) + 2P((po0)) =1 A 7 /( |

sind. Wegen P, ~ P und FEp,(id) = p kann man nun ohne Einschrinkung
Ep(id) = p annehmen.

iddP +72/ iddP = p

(p;00)

a): Fir k € N seien

d p—d

u—p 1
D, = (d—S—k,d—F?)—k), U, = (u— Y ,U—i—g—k), R = (0,00)\<DkUUk),

Pak = P(Dy), Pug = P(Uk), Pk = P(Ry),
Cdk ‘= ka id dp, Cuk = ka id dp, Crk = ka id dP.
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2.1 Der beschrankte Fall

Weiterhin seien 74, und 7, die (eindeutig bestimmten) Losungen von

1 1
Ya g Pdk + YukPuk + 7 Prk =1 AN Yar Car + Yuk Cuk + T Crk =P

k
d.h.
(1= 2 Prk) Cuk = (P = § Cok) Pup
Vdk = ,
Cu,k Pd,k — Cd .k Pu,k
(p = 3 Cra)Pak — (1 = £ Prac)Cak

Cu,k Pd,k — Cd,k Pu,k

Yuk =

Zum Beweis der Ungleichung 0 < 71,7, < co wird zunéchst
1) CukDdk — CakPuk > 0,

i) (1= £Prk) Cuk — (p— £ Crge) P > 0,
i) (p — %Cr,k)pctk —(1— _prk)cdk >0
gezeigt.
i) Wegen ¢, > (u — “52)pus und cqp < (d + L = )Pak ergibt sich

u —

p —d
u - d a7 u,
3k )Puk P,k ( + )Pd ke Puk

3k
3k —
3k

Cuk Dij — Cdk Puk > (U —

= puiPai(u—d)
> 0.

ii) Mit ¢, = p — Car — Cup Und pr =1 — pagx — Pui sieht man leicht, daBl

1 1
(1_E pr,k) Cuk — (P - E Cr,k) Puk = — PPu,k + - L (Cr,kpu,k - Cu,kpr,k)

1

= = PPuk L (PPuk = Cu)
1
E(Cu,kpd,k - Cd,kpu,k)

i) 1

> Cuk — PPu,k + E(ppu,k - Cu,k)
k—1

= (Cu,k - ppu,k)( k )

u—p k—1

> - F _

> [(u 3k )Puk = PPuk] i
k—1

Z [ppu,k - ppu,k] I{Z

= 0
gilt.

iii) Folgt analog zu ii).
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Fir k£ € N definiert man nun das W-Maf} P, durch

1
Pi(*) = 94, P(- 0 Di) + i P(- 0 Uy) + 7 P(- N Byy).

Dann erfiillt (Py)ren offensichtlich i) und 44), und es bleibt P, — Py zu
zeigen. Dabei werde die Verteilungsfunktion von P, mit Fj bezeichnet. Zum
Nachweis von klim Fi(z) = Fy(z) fiir alle z € C(Fy) = R\{d,u} werden drei

Falle unterschieden:

x > u : Es existiert ein ky € N mit x € [u + ﬁ, o0), und fiir £ > ky erhélt man
1

woraus lim Fy(x) =1 = Fy(z) folgt.

k—o0

x < d : Es existiert ein kg € N mit z € (—o0,d — %] Dann gilt fiir & > kg

1

0 < Fi(z) < Pu(Ry) = T

was lim Fy(z) = 0 = Fy(x) impliziert.

k—o0

d<x <u:Sei kg € N so grof§ gewahlt, dal z € (d + %’l,u — %(f’) gilt. Dann
folgt fiir £ > kg

Fi(z) < Pu(Dy) + Pi(Ry)

1
= YakPdk t+ E
(u+ "52)Puk — (P — 2 (p = Cuk — Can))Puk et L
B (u - %)pu,kpd,k - (d + %)pd,kpu’k ’ k
() - - 1
u— —d .
(u—%58) — (d+57) k
und
Fi(z) > Pu(Dy)
= YdkDPdk
1= Lewr — ppu
2 u—p ( k)c u pppfd * Pd.k
(u+ 52)PukPar — (d = 57 )Pa s Puk
- De-5-p _
" ) - -5
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2.1 Der beschrankte Fall

SchlieBlich liefert klim ap = klim by = ;=4 das Ergebnis klim Fi(x) = Fy(x).
b) : Fiir k € N sei

Ly:=(p—9:p) Rir=I[pp+t4), Ar:=(0,00\(Rx U Ly),
P = P(Lg), Pri = P(Ry), Pak = P(Ag),
ClLk = ka 1d dP, Crk 1= ka id dP, Cak 1= fAk id dP.

Weiterhin seien wy, wy ) € (0,00) die (eindeutig bestimmten) Losungen von

1
Wik PLk + Wek Drg + 7 Pak = 1,

1
Wk Clk + Wpk Cr ke + Eca,k = p,

d.h.

(1 - %pa,k) Crk — (p - %Ca,k’)p'r,k
Wi = 7
CT‘JC pl7k - Cl7k p’/‘,k‘
(p = 3 Car) ik — (1 = 3 Pak) CLi

Cr.k Pik — ClLk Prk

Wy =

Analog zu a) definiert man Py durch Py(-) = wy; P(- N Li) + w,p P(- N R) +
= P(- N Ay). Die Forderungen P, ~ P und Ep,(id) = p sind dann offensichtlich
erfiillt, und es bleibt zu zeigen, dafl klim Fi(z) = 1jpo0) () fiir alle z # p erfiillt

ist.

x < p: Sei kg so gro3 gewahlt, dal z < p — % gilt. Dann erhélt man fiir k& > kg

woraus lim Fj(z) = 0 = 1, o) (x) folgt.

k—o00

x > p: Man wiihle ko so grofBi, dai p + 7= < z gilt. Dann ergibt sich

1 1
1> Fi(z) > Po(Lyk URg) =1 — Pu(A) = 1—Epa,k > 1_E’

was klim Fi(x) =1 = 1}, &) (2) impliziert.
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Beweis von Theorem 2.2: Als erstes wird die Existenz einer Folge (Wy)ken
von dquivalenten Martingalmaflen mit

n

Wy, — Qo = ®(qu,i5u + q4,i04)

=1

gezeigt, wobei ¢, ; = %i =1 — qq; gilt.

Abb. 4:

Massetragende Pfade des Aktien-
preisprozesses unter )y im Fall
n=4

Geméafl Lemma 2.6 existiert fiir alle 1 < ¢ < n eine Folge (W, x)ken von Wahr-
scheinlichkeitsmafien mit

i) Wiy ~ P fiir alle k € N,
ii) Ew,,(id) =1+r; fiiralle k € N,
iil) Wix — (qui0u + qa.i0d)-

Dann bildet (Wy)gen mit Wy, == @, W, die gesuchte Folge von #dquivalenten
Martingalmaflen.

Aus Annahme A2 folgt gemél Lemma 2.4 die Existenz einer absicherbaren
europiischen Call-Option mit Ausiibungspreis K € (Aod™, Agu™)\{Aod*u"" :
1 < k < n—1}. Thre Auszahlungsfunktion f(yi,...,yn) = (Ao [, vi — K)7 ist
stetig und P,-f.s. beschriinkt, daher folgt aus W), — Q,

lim EWk (f) = EQo(f)

k—o0
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2.1 Der beschrankte Fall

Aus der Hedgebarkeit der Call-Option erhélt man zusammen mit Korollar 1.18
Ew, (f) = Ew,(f) fir alle k € N, und damit schlielich

Eo(f) = Bw () = lim By, (/) = Eq(f) (%)
fiir alle Q) € P.

Zum Beweis von Theorem 2.2 wird die folgende Annahme zum Widerspruch
gefiihrt:

Annahme: Es existiert ein ip € {1,...,n} mit |3upp(P§i°)\ > 3, d.h. es existiert
ein ig € {1,...,n} und e € (d, u) mit supp(PfO) D {d,e,u}.

Hierbei sind drei Falle zu betrachten:

d<e<1l+r;,: Lemma 2.6 liefert fiir 1 < ¢ < n die Existenz einer Folge von

—

W-Maflen (I/Vi,k)kelN mit
D) Wig ~ PY fiir alle i, k,
ii) BEg  (id) =1+r; fir alle ik,

u—e

L TS w (quiéu—kqdiéd), i;é'io N T4r; —e N
L - ~ . . e = —2 =1—q..
iii) Wiy { (GuiioOu + Goig0e), @ =g mit Gy, Qe.io

Dann ist (/Wk)keN mit /Wk =, /I/Izk eine Folge von dquivalenten Martingal-
mafen, die

i0—1 n
Wy, — Q1 = ®(QU,i5u + q4,i0d) @ (Qu,ig0u + e igle) @ ® (Qu,i0u + qa,:0q)
i1 i—io+1

erfiilllt. Mit derselben Argumentation wie oben folgt Eq(f) = Eg,(f) fir alle
@ € P, und zusammen mit (%) ergibt sich

Eq,(f) = Eq,(f)- ()

Da f invariant unter Koordinatenpermutationen ist (d.h. es gilt f(v1,...,yn)
fWr(1)s s Yn(ny) fiir alle Permutationen 7), erhélt man Ey (f) = Eq,(f)

Eq,(f) = Eg,(f) mit
Qo = ®<QU,i5u,i + 44,i0a) ® (Gu,igOu + Ga,in0a)
i#10

Ql - ®<QU,25U,Z + Qd,iéd) ® (Z]\u,igéu + Z]\e,io(se)-
i#10

Es kann also 0.B.d.A. i = n angenommen werden; andernfalls betrachte man @0
bzw. ()1 anstelle von @)y bzw. ()1 und vertausche r;, und r,.
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Abb. 5: Massetragende Pfade des Aktienpreisprozesses
unter ()1 bzw. Q3 im Fall ig =n =4

Die Erwartungswerte Eg, (f) und Eg,(f) lassen sich nun schreiben als

n—1
Eq(f) = Z an:i,i'aO(xh--wxn—l)

(@1,2n—1) E{du}n—1t =1

und
n—1
EQl(f) - Z HQ$i,i'a1(l‘17"'7xn—l)
(wl,...,xnfl) c {d,u}"*l i=1
mit
n—1 n—1
ag(T1, -y Tno1) = (Ao Hiffz U — K)+ “Qun Tt (Ao HCCZ ~d— K)+ “dn;
i=1 i=1

n—1 n—1
a1<$17 "'7xn71) = (AO sz U= K)+ ’ au,n + (AO Hmz te— K)+ ’ Z]\e,n-
i=1 =1

Sei nun ky € {1,...,n — 1} so gewihlt, daB Aqufod % < K < Agufotiqn—ro—!
gilt. Fiir (21, ..., 2, 1) € {d,u}""" mit [[[ z; < wko~1d" o folgt dann

ao(xl, ...,$n71> =0= al(:cl, ...,l‘n,l).
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2.1 Der beschrankte Fall

Weiter ergibt sich fiir (1, ..., 2,_1) € {d,u}""! mit [/} @; > ufotign—Ho—2

n—1 n—1

ao(z1, .oy Tno1) = (Ao HﬁCz cu—K) - qun+ (AUH%' d—K) - qan

i=1 i=1

= AO H T - (an,n + dqd,n> - K
= Aonxi'(l—i-?“n)—K
- AO H Zg - <U'Z]\u,n + ezl\em) - K

- (AOH:EZU_ Qun AOHJ:Z e— K Z]\e,n

= al(xl, ...,an_l).

Fiir (:L‘l,.. Tpo1) € {d,u}"! rmt [T i = whod™* 1 gilt die Ungleichung
A 15 o, d < K < A 15 Yoo Mit L= K/(ufod™*o1) e (Aod, Agu)
ergibt sich fiir diese (z1, ..., z,,_1) schlieflich unter Verwendung von Lemma 2.5 a)

ao(x1, o tn1) = (Ao [[zi-u—K): qun
> [ [(Agw = L) - Guw + (Aoe = L)* - o)

n—1 n—1
- (AOHxi'U_K)'Z]\u,n+(AOH$i'6_K)+'ae,n
i=1 =1

= a1($1,...,xn_1).

Insgesamt folgt hieraus Eg,(f) > Eg,(f), also ein Widerspruch zu (%x).

1+ 7, <e<wu:Mit derselben Argumentation wie im Fall d < e < 1+ r;, erhalt
man L, (f) = Eq, (f), wobei

10—1 n
Q2 = ®(Qu,i5u + q4,i0d) @ (Qe,ig0e + Taig0d) @ ® (Qu,i0u + qa,i0q)
i=1 i=io+1
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

mit G, = %l = 1 — Qu, gilt. Auch in diesem Fall kann wieder o0.B.d.A.
19 = n gesetzt werden, d.h.
n—1
QQ = ®(Qu,15u + Qd,15d> & (ae,n(se + ad,n5d>
i=1

(vgl. Abb. 5). Weiter gilt

n—1
Eq,(f) = Z H Gyi * Q2(T1, ooy Tn1)

(z1,esTn—1) € {du}n—11=1

mit
n—1 n—1
az(T1, oy 1) = (Ao H% e — K)+ e + (Ao H'xz d— K)+ * Qd;n-
i=1 i=1

Ersetzt man in obiger Rechnung a;(z1, ..., x,_1) durch as(z1, ..., z,_1), so ergibt
sich analog die Gleichung ag(z1, ..., ;1) = as(z1, ..., x,_1) fiir alle (zq, ..., 2,_1) €
{d,u}"" mit T[] @ # uPod? =1 und fiir alle (zy,...,2, 1) € {d,u}"" mit
[T, z; = ukod" %=1 folgt aus Lemma 2.5 b) die Ungleichung ag(z1, ..., x,—1) >
as(x1, ..., Tp—1). Hieraus erhélt man Eq,(f) > Eg,(f), also einen Widerspruch zu

EQO(f) = EQz(f)

e =1+, : Analog zum ersten Fall ergibt sich Eq,(f) = Eg,(f) mit

i0—1 n
Q3 = ®(QU,15U + qd,iad) ® 51+ri0 & ® (Qu,z(su + Qd,iéd)-
i=1 i=ip+1

Auch hier kann wieder 0.B.d.A. ig = n gewéhlt werden, so dafl

n—1
Eq,(f) = Z H%z ~a3(T1y ey Tpo1)

(T1,sTp—1) € {du}n—1 i=1

mit ag(z1, ..., Tn_1) = (Ao [10] @i-(147,) —K)Jr gilt. Analog zu obiger Rechnung
ergibt sich unter Verwendung von Lemma 2.5 ¢) der Widerspruch Eq, (f) >

Insgesamt fiihrt die Annahme in jedem Fall zu einem Widerspruch, so daf3 die

Aussage von Theorem 2.2 bewiesen ist.
O
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2.1 Der beschrankte Fall

Eine naheliegende Frage besteht nun darin, ob die Aussage von Theorem 2.2
giiltig bleibt, wenn man die Annahme Al durch die (geméfl Lemma 1.11 aus ihr
resultierende) schwichere Annahme

B1: Das Modell ist arbitragefrei

ersetzt. Die negative Antwort liefert das folgende Beispiel: Es ist unter den Vor-
aussetzungen von Theorem 2.2 moglich, daf§ die Annahmen B1 und A2 erfiillt
sind, obwohl kein Binomialmodell vorliegt.

Beispiel 2.7

Sei kg € {0,...n—1}, 0<d<1+r <u<oo firalel <i<n, und es sei
0 <py=1—pg <1. Weiter gelte pLYiYna
(Y15 -y Yn_1) € (0,00)" !

) = (pubu + pada)"~" sowie fir alle

R(d; U/)7 fallS H Yi 7£ U,kodﬂ‘*l*]%,
PYrl (Ve Ya1)=(y1,yn—1) — i=1

Pudy + pada, falls H Y = wkogn—1-ko_
=1

Dann sind die Bedingungen B1 und A2 erfillt.

Die Arbitragefreiheit des Modells ergibt sich sofort aus Satz 1.10.

Nun wird nachgewiesen, daf§ jede européische Call-Option mit Ausiibungspreis
K € (AguFod o Aqukotidn—Fo—1) absicherbar ist. Fiir eine solche Option be-
zeichne EI den zugehorigen Hedge in einem Binomialmodell mit Parametern d, u
und 7q,...,7, (welches geméfl Beispiel 1.29 vollsténdig ist), d.h. I/N-_} erfiille die
Gleichungen

H |- (Awd"™*, B,) = (Ap"d"™* — K)* Y0 <k<n. (%)
Die Handelsstrategie H sei festgelegt durch
HO - ]/—-\[07

- H;, auf (Yi,...Y;) € {d u}’,
' 0 auf (Y1,...Y;) € (0,00)\{d,u}"
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Als néchstes wird gezeigt, dal H einen Hedge fiir die européische Call-Option im
Modell von Beispiel 2.7 bildet. Dafiir definiert man zunéchst die Mengen

n—1

A = {<y17 ---,ynﬂ) € {d, u}"‘l : Hyz < ukodn—l—ko}’
=1

n—1

B = {(y1tar) € {du}" " [Ty > om0},
=1

n—1
¢ = {(yla "-7yn—1) S {d,u}”‘l . Hyz — ukodn—l—ko}‘
=1

t

Auf der Menge A X [d, u| erhélt man fir V;, := H: | - (Ao I, Y, Bn)

. Yn—d n—1 . U—Yn n—1 .
v, — Hnil.[u_d(AOHYi.u,Bn) +u_d(A0Hyi.d,Bn)}
i=1 =1
(%) Yn—d n + U—Yn nl 4
= u_d(Aogm-u—K) + u_d(Aognd—K)
Y, —d u—Y,
T u—d 0 u—d 0
= 0

= (A ﬁm - K)".
i=1

Auf der Menge B X [d, u| gilt

. Yn—d n—1 . U—Yn n—1 .
vV, = Hn_l.[u_d(AOEYi.u,Bn) +u—d(A°gYi'd’B”)}
W Yo—d,  T7 L ou-Y,, .
= U_d(AOHm-u—K) +U_d(AOHn-d—K)

n—1
u—Y,

Y, — n
y (AOHn.d—K)

n—1
- j(AOHm.u—K) +
i=1

u — u —

— (][Y-K)

=1
= (A][Yvi-K)"
i=1
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2.1 Der beschrankte Fall

SchlieBlich liefert (%) auf der Menge C' x {d, u}

Hy - (A v Ba) = (A ][ Vi - K) "
i=1 i=1
Insgesamt erhilt man hieraus
P, (HL Sy = (A JYi - K)7)
i=1

> P,(Ax[d,u] + Bx[d,u] + Cx{d,u})

=X RO ) () PO ()

(y1,-syn—1)EA+B

+ Z pgj’nl(Yl ,,,,, Yo-1)=(¥1,-, yn—l)({d7u})P’§}Y1 ..... Yn—l)({(yl’“"yn_l)})

(y1,+syn—1)€C

= S PO (g ey n)}) = L,

(Y15 Yn—1)€EA+B+C
d.h. H ist ein Hedge fiir die européische Call-Option im Modell aus Beispiel 2.7.
O
Theorem 2.2 macht keine Aussage iiber Optionen, deren Ausiibungspreis K in der
Menge (Aod™, Agu™)\{Aod*u"* : 1 < k < n — 1} liegt. Beispiel 2.1 hat bereits
gezeigt, dal aus der Hedgebarkeit dieser Optionen i.a. nicht die Dichotomie aller
Faktoren folgt. Bei der Modellierung wurden dabei immerhin noch n—1 Faktoren
als zweiwertig gewéhlt. Das folgende Theorem zeigt, dafl dies nicht ,zuféllig®
geschah: Aus der Absicherbarkeit européischer Call- oder Put-Optionen oder
amerikanischer Call-Optionen mit Ausiibungspreis K € (Aod™, Agu™)\{ Agd*u"=* :
1 <k <n—1} folgt, daB mindestens n — 1 Faktoren dichotom sind.

Theorem 2.8
Im Aktie/Bond Modell gelte firi=1,...,n
0 < d:=minsupp(P}) < 1+r; < u:=maxsupp(P)") < cc.

Weiterhin seien die folgenden Annahmen erfillt:
Al P~ QP
i=1

Es existiert eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A2 oder eine absicherbare amerikanische Call-Option mit Ausiibungs-
preis K € {Agd*u™ % :1 <k <n-—1}.

Dann gilt H] : supp(PU})/j) = {d, u}}| >n—1, d.h. es existiert ein iy mit
supp(P,,) C {d, u}™" x [d, u] x {d, u}"7".
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Beweis: Im folgenden sei kg€ {1,...,n—1} so gewiihlt, dafl K = Aqu*odn—*o gilt.

Annahme: Es existieren 7,7 € {1,..,n}, i < j, mit |supp(PY)| > 3 und

|supp(Pa’)| > 3, d.h. es existieren e, f € (d,u) mit supp(PY) D {d,e,u} und
Y;

Supp(Pw ) - {d7 fvu}

Abb. 6:

Ausgezeichnete Pfade des Aktien-
preisprozesses im Fall n =4, ¢ = 3,
j=4

Diese Annahme wird durch Fallunterscheidungen zum Widerspruch gefiihrt:

d<e<l+r, d<f<1l+r;: Aus Lemma 2.6 folgt die Existenz von Folgen
dquivalenter MartingalmaBe (Q1x)ren und (Qox)ren mit

Ql,k 5 (1 und Q2,k 5 Qo,

wobel
1—1 n
Q1 = ®(qu,k5u + 4a10a) ® (Qu,i0u + Ge,i0e) @ ® (quk0u + qa,k0a)
k=1 k=i+1
und
i—1 -1
QQ - ®(QU,k5u + Qd,k(;d) X (Z]\u,z(su + ae,i§e> X ® (Qu,kéu + Qd,k(sd) X
k=1 k=i+1

(Qu,j0u + Ty,507) ® ® (Guk0u + qa104)
k=jt1
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2.1 Der beschrankte Fall

gilt mit g, = %j =1—qqp fir k€ {1,..,n}\{i} und G, = == =1 -G,
~ 1+7’j—f_1_/\ )
Quj = —u—j = qf.5-

Analog zum Beweis von Theorem 2.2 erhilt man fiir die Auszahlungsfunktion
Fseyn) = (Ao T, yi — K)T der européischen Call-Option die Gleichung

Eq,(f) = Eq.(f)-

Aus der Invarianz von f gegeniiber Koordinatenpermutationen folgt

Ey (f) = Eg,(f)
mit
Q1 = ® (Quidu + qaxdd) @ (Gu,idu + Ge,ide) ® (quj0u + qaj0a),
ki,
QQ - ® <Qu,k5u + qd,kéd) X (/q\u,z(;u + Z]\e,i(se) X (a\u,j(gu + Z]\f,jéf)‘
ki,
O.B.d.A. kann daher ¢ = n — 1 und j = n angenommen werden; andernfalls

vertausche man r; < r,_1, r; <> r, und betrachte ()1 bzw. @), anstelle von Q)
bzw. ).

Abb. 7: Massetragende Pfade des Aktien-
preisprozesses unter ()1 bzw. (9

Die Erwartungswerte Eq, (f) und Eg,(f) lassen sich nun schreiben als

n—2
Eq.(f) = Z Hka,k : (a1($1,-~,$n—2) +a2($1,-~,xn—2))

(21, s Tn—2)€{d,u}?=2 k=1
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

und

Eq,(f) = Z H Q. k (bl(%, ooy Tnz) + ba (21, IEn—z))

(21, y2n—2)e{d,u}=2 k=1

mit
n—2 n—2

ai (1'1, ceey xn—?) = (AOH T ‘u2 _K)+'a\u,n—1 'Qu,n + (AOH Ty 'Ud_K)+'E_I\u,n—l 'Qd,na
k=1 k=1
n—2 n—2

az (21, ooy Tn2) = (Ao | [ 2x- = K) " Gomr-qun + (Ao ] [ 25 ed—K)*Gon1-qan,
k=1 k=1
n—2 n—2

bi(21, .0y Tnz) = (AOH $k'u2_K)+'a\u,n—1'au,n + (AOH $k'uf_K)+'au,n—l'Z]\f,n7
k=1 k=1
n—2 n—2

bz(ilfl, ey ZEn—z) = (AOH $k'€U—K)+'qu,n—1'au,n + (AOH $k'€f_K)+'Z]\e,n—1'a\f7n~
k=1 k=1

Aus

K = Agufod™* = AguFo=2d" 0 . o? > AguM2d" % - max{ud, eu, ed, uf, ef}
erhilt man fiir alle (2, ..., z,_) € {d,u}" 2 mit [[}_; xx < uko—2d»*o
a1(x1, ooy Tpg) = ag(x1, oo, Tpo) = 0 =by(z1, ..., Tp_2) = bo(T1, ..., Ty_2).
Weiter gilt fiir alle (21, ..., %,_2) € {d,u}"2 mit [[}_> 2 > uFod" 2% wegen
K = Agufod"% = AguFod" 27" . @? < AguFod"* M - min{u? ud, eu, ed, uf, ef}

die Gleichung

n—2 n—2
CLl(ZL’l, ceey xn—2) - (AOH J]kUQ—K) 'a\u,n—l “Qu,n + (AOH kad_K) 'Z]\u,n—l *qdn
k=1 k=1
n—2
= AOH T -u- Z]\u,n—l ' (UQu,n + de,n) - Ka\um—l
k=1
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2.1 Der beschrankte Fall

n—2
= AOH Tk U- Z]\u,nfl : (ua\u,n + faf,n> - Kau,nfl
k=1
n—2 n—2
= (AOH T UQ_K) 'au,nfl 'au,n + (AOH xkuf_K) 'au,nfl 'af,na
k=1 k=1

= bl(l’l, ceey In_g).
Analog ergibt sich fir (z1, ..., z,_2) mit HZ;% xy, < uko=2d"* die Gleichung

n—2

G2($17 e In—2) = AOH T - €- qu,n_l : (1 + Tn) - K- Z]\e,n—l = b2($1, ”'7‘rn—2)-
k=1

Sei schlieBlich (21, ..., 2, _2) € {d,u}"2 mit [[}_> 2 = w*~'d" %~ Dann gilt
K < Ao T1}=5 . - min{ud, uf}, woraus

n—2

a1(xq, ..oy Tp_g) = AOH T U Qun—1 - (L +71) — K+ Gun—1 = b1(21, ..., Tp_2)
k=1

folgt. Weiterhin ergibt sich aus Ag HZ;% T - eu > K > Ag Hz;lz 2y - ed mit
L= K/(uM~td""=1le) € (Aopd, Agu) die Ungleichung

n—2
a2(x17 ceey xan) = H X - € /q\e,nfl : ((AOU - L)+QU,n + (AOd - L>+Qd,n)
k=1

n—2
> H X - € - /q\e,nfl : ((AOU - L)Jrau,n + (AOf - L)+Z]\f,n)
k=1

= bQ(Q]l,...,ZEn_Q).

Insgesamt folgt hieraus die Ungleichung

EQI(f) > EQ2<f>7

also ein Widerspruch zu Eg, (f) = Eq,(f).
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d<e<l4r;, 1+r; <f<u: Es kann wieder 0.B.dA. i =n—-1und j =n
angenommen werden. Analog zum ersten Fall ergibt sich

EQl (f) = EQs(f)
mit

Q3 = ®(QH,k5u + Qd,kéd) ® (au,nfléu + Z]\e,nflée) &® </q\f,n6f + /q\d,n5d>~
k#i,j

Dabei seien ¢u1,9d1, -, Qun—2, @dn—2s Qun—1;qen—1 Wie im ersten Fall definiert,

und es gelte Gy, := 1“}7"+d_d =: 1 — Qu,. Dann 1Bt sich Eq,(f) schreiben als

Eo.(f) = Z H Qup i * (cl(xl, oy Tp_o) + co(xq, ...,ZEn_Q))

(‘E11~~~)$n72)€{d,u}n72 k=1

mit
n—2 n—2

C1($1, e iEn—Q) = (AOH xk'uf_K)+'a\u,n—1'(/]\f,n + (AOH xk'Ud_K)+'a\u,n—1'Z]\d,na
k=1 k=1
n—2 n—2

02($1, e iEn—2) = (AOH xk'ef_K)+'C_/l\e,n—1'/q\f,n + (AOH xk'ed_K>+'Z]\e,n—1'Z]\d,n°
k=1 k=1

Analog zum ersten Fall erhélt man nun fiir alle (z1,...,2,_2) € {d,u}""? mit
Z;% Tp S uko—an—ko

a1(x1, ey Tpg) = a2(x1, ooy, Tpo) = 0 =c1(z1, ..., Tp_2) = ca(x1, ..., Tp_2),

und fiir (2, ..., T,_9) € {d, u}""2 mit [[}_2 2 > ukod" 2~ ergibt sich

n—2

al(xla -'-7xn72) = AOH T U- Z]\u,nfl : (1 + rn) - K- au,nfl = cl(xh ey :Uan)a
k=1
n—2

G2($1, -'-7xn72) = AOH T - €+ zl\e,nq : (1 + Tn) - K- Z]\e,nfl = 02(551, "'>$n72)-
k=1

SchlieBlich folgt fiir alle (z1, ..., Zn_2) € {d,u}" 2 mit [[}_; z) = ufo—'d"Fo~1

n—2

a1($1, e xn—2) = AOH T U un,n—l : (1 + Tn) - K- un,n—l = 01(3517 oo xn—2)
k=1
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2.1 Der beschrankte Fall

sowie 2
ax(ty, oy n2) = [Jar-eGemor- ((Aow = L) qun + (Aod — L) qan)
k=1
2.5p) 12
> H Tk €+ (Qen—1 - ((A()f - L)+af,n + (AOd - L)+a\d,n)
k=1

= bz(&?l,...,xnfg).

Insgesamt ergibt sich Eg,(f) > Eq,(f), also ein Widerspruch zu Eg,(f) =

d<e<l4r, f=1+7r;:0.B.d.A. sei wieder i =n — 1 und j = n. Mit

Q4 = ® (CIu,kéu + Qd,kéd) ® (/q\u,nfldu + /q\e,n7156> ® 61+rn
ki,

ergibt sich in nun Eg, (f) = Eg,(f). Der Erwartungswert Eq, (f) 148t sich dabei
wieder in der Form

n—2
Eq,(f) = Z H%k,k;' (d1($1,~-7$n—2) +d2($1,~-7$n—2))

(xl 77777 m7L72)€{d,’U4}"72 k=1

schreiben mit )
e

dl(l‘l, ...,In_g) = (A()H Ty U- (]_ + ’I“n)—K)—i_/q\u’n_l,
k=1

n—2

dy(@1, s Tn2) = (Ao an- €+ (14 70)—K) G
k=1

Analog zu den ersten beiden Fallen ergibt sich as(z1, ..., x,—2) = ds(z1, ..., Tpn_2),
s = 1,2, fiir alle (21, ..., 2,2) € {d,u}"% mit [[}_ z # w o~ 'd" %=1 und
a1(x1, ..., Tp_2) = di(xq,...,x,_2) sowie unter Verwendung von Lemma 2.5 c)

g (21, oo Tng) > do(1, .., o) fiir alle (21, ..., 7o) € {d, u}" 2 mit [[}_> 4 =
ukofldnfkofl‘

Insgesamt folgt daher mit Eg,(f) > Eq,(f) ein Widerspruch zu Eg,(f) =
Eq, (f )

DieFillel +7m <e<ubzw.e=1+mrundi)d < f <1+r;4) 1 +r; < f <u,
i11) f =1+ r; werden analog behandelt.

Insgesamt fiihrt obige Annahme stets zu einem Widerspruch, so dafl Theorem 2.8
bewiesen ist.

O

49



Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Korollar 2.9
In der Situation von Theorem 2.8 seien die Annahmen Al, A2 und

As: Pie{l,....n}:|supp(PX)| > |supp(PY)| Vi € {1,....,n\{i}.

erfillt. Dann liegt ein Binomialmodell mit Parametern d,u und 1, ..., T, vor. Jede
der folgenden Bedingungen ist hinreichend fiir A3:

i) supp(PYi) = supp(ngj) fir allei,j € {1,...,n}.

i) PYi = Py fir alle i,j € {1,...,n}.

Im niichsten Schritt soll die Voraussetzung, dafl supp(P)?) fiir jedes i denselben
Schranken d, u unterliegt, abgeschwécht werden. Mit analogen Techniken wie im
Beweis von Theorem 2.2 und Theorem 2.8 erhilt man folgende naheliegende
Verallgemeinerung:

Theorem 2.10
Im Aktie/Bond Modell gelte firi=1,...,n

0 < d; := min supp(PY") < 1+ r; < u; := max supp(P)?) < o0,
und es sei die Annahme .
Ar: Py~ Q)P
i=1
erfiillt.

a) Falls eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option oder ameri-
kanische Call-Option existiert mit Ausiibungspreis

n—1 n—1
K e U (Ao [T i - dus Ao T i - ).
1=1

(331 ,,,,, :l?n_1)€><?;11{di,ui} =1
dann folgt supp(PY) ={d;,u;} fiir alle1 <i < n, d.h. es liegt ein Binomial-

modell mit Parametern dy, ..., d,, uq,...,u, und ry,...,7, vVOr.

b) Falls eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option oder ameri-
kanische Call-Option existiert mit Ausiibungspreis

K e {A ][ (21, m0) € X {diyu N [ dis [[ i} )

=1 =1 =1

dann folgt |{i : supp(PY) = {d;,u;}}| = n — 1.
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2.1 Der beschrankte Fall

Theorem 2.10 ermdglicht eine umfassende Beantwortung der eingangs gestellten
Frage, wieviele ,nicht-triviale“ Optionen (d.h. solche, deren Ausiibungspreis K
die Bedingungen P, (A, > K)>0 und P,(A4, < K)> 0 erfiillt) absicherbar sind.
Desweiteren zeigt Theorem 2.10, dal der am Anfang des Kapitels vorgestellte in-
tuitive Erklarungsansatz nicht hinreichend ist: Auch in unvollstandigen Modellen
konnen u.U. dberabzdhlbar viele ,nicht-triviale“ Calls und Puts absicherbar sein:

Bemerkung 2.11
Im Aktie/Bond Modell gelte firi=1,...,n

0 < d; := min supp(PY) < 1+ r; < u; := max supp(PY) < oo,
und es sei die Annahme Al aus Theorem 2.10 erfiillt.

a) Falls das Modell kein Binomialmodell ist, so existieren iberabzdihlbar viele
nicht-absicherbare europdische Call- und Put-Optionen sowie amerikanische
Call-Optionen; z.B. solche mit Ausiibungspreis

n—1 n—1
KEA:Z U (AOH'rzdnaAOszun>
=1

(@15eeyn—1)EX " Mdsus } i=1
b) Falls
- i n—1 n—1
B = (Ao [ [ dis Ao [J w) \ U (Ao [T - s Ao [ - )
= = i=1

(@1 yeeesTr—1) EX T diui} i=1

nicht-leer ist, so existieren |B| nicht-triviale Optionen, aus deren Absicher-
barkeit i.a. nicht die Dichotomie der Faktoren Y, ...,Y, folgt (vgl. Beispiel

2.1).
uU2U3
A
ujugds
I 5
diugug
g Abb. 8:
o 4 Die Mengen A und B im Falln = 3
1u2ad3
uypdads
I 5
dydaug
A

didads (-
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

2.2 Der allgemeine Fall

In diesem Abschnitt wird auf die Forderung der Existenz unterer Schranken d; > 0
und oberer Schranken u; < oo fiir die Triger der PYi, 1 < i < n, verzichtet, es
wird jedoch wie im letzten Abschnitt und in Satz 1.30 vorausgesetzt, dafl die
Faktoren Y3, ..., Y, nicht-deterministisch sind.

Die Arbitragefreiheit des Aktie/Bond Modells, welche im beschréinkten Fall durch
die Forderungen d; < 1+ r; < u;, ¢ = 1,...,n, impliziert war (vgl. Satz 1.10), soll
auch im unbeschrénkten Fall gegeben sein.

Nun wird wieder untersucht, unter welchen Bedingungen aus der Forderung der
Hedgebarkeit einer einzigen nicht-trivialen Option mit geeignet gewéhltem Aus-
iibungspreis die Vollstiandigkeit des Modells folgt. Das folgende Ergebnis zeigt,
daBl die Antwort bereits im vorigen Abschnitt gegeben worden ist:

Theorem 2.12
Im Aktie/Bond Modell seien die Faktoren nicht-deterministisch, und es seien
folgende Annahmen erfillt:

Al: P, ~ épgﬁ.
=1

A2 : Das Modell ist arbitragefrei.

Es existiert eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A3 : < oder amerikanische Call-Option, deren Ausiibungspreis K den
Bedingungen P,(A,, > K) > 0 und P,(A,, < K) > 0 geniigt.

Dann existieren c?l, ,c?n und Uy, ..., U, mit 0 < c?l <1l+4+r; <u <oo, sodaf
i) d; = min supp(PY)) und U; = max supp(PY?) fiir alle 1 <i <n,
i) Ao T, di < K < A, I, @

gult.

Beweis: Ohne FEinschrankung sei Ag = 1; andernfalls ersetze man im folgenden
K durch L := K/A,. Zuerst wird gezeigt, dafl aus den Voraussetzungen von
Theorem 2.12

supp(PXYN (0,1 47;) #0 und  supp(PY) N (14 14, 00) # () (%)

fiir alle 1 <4 < n folgt:
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2.2 Der allgemeine Fall

Geméf dem ersten Fundamentalsatz der Preistheorie existiert ein zu P,, dquiva-
lentes W-Maf} () mit

k+1 k

Eq(aky H Yi|Fi) = au, H Y, Q-fs.
-1 i1

fir alle 0 <k <n-—1, d.h.

k k
[V Bo(WinalFe) = 0+ ) [[ Ve Q-Fs.

i=1 i=1

Wegen Y7, ..., Yy > 0 Q-fs. folgt hieraus Eqg(Yii1|Fr) = (1 4 rgy1) Q-fs., und
durch Glattung ergibt sich Eg(Yit1) =1+ 141 fiir alle 0 < &k <n — 1. Da jedes
PYi und somit Q¥ nach Voraussetzung nicht-deterministisch ist, erhiilt man (x).

Annahme 1: Es existiert ein j € {1,...,n} mit 0 € supp(Pa’).

i) Aus P,([T,Y: > K) > 0 und supp(P)*) N (1 41y, 00) # 0 fiir k= 1,...,n
erhiilt man die Existenz von uy, € supp(PY*) N (1 + 7y, 00), k= 1,...,n, mit
H?:l u; > K.

ii) Aus () folgt die Existenz von dj, € supp(PY*) N (0,1 +r;,) fiir k=1,....n,
und da 0 € supp(Pij) gemaB Annahme 1 sowie Y; > 0 nach genereller
Voraussetzung gilt, kann d; so klein gewahlt werden, daf

n j—1 n
i=1 i=1 i=j+1

erfiillt ist.
Dariiberhinaus existiert ein e; € supp(Pg,/j) mit d; <e; <14r;.

UL U2USZ

Surdous T K

iz Abb. 9:

o Ausgezeichnete Pfade des Aktien-
u1dads preisprozesses im Fall n = j = 3
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

iii) Lemma 2.5 liefert die Existenz von Folgen (@1 x)ren und (Q2x)ken dquiva-
lenter Martingalmafle mit @), » -5 Q; fiir i =1,2, wobei

n

Ql = ®<quz6uz + Qdiédi>

=1

und
i1 n
QQ = ®(qu15ul + qdiédi) & (Z]\u7 5u]- + Z]\e]- 6817') ® ® (Quléul + Qdi(sdi)
i—1 i=j+1
gilt mit ¢q,, = %’(_j?" =1—qq, fiir1 <i<n sowie g, = % =1-q,.

iv) Aus Annahme A3 folgt mit Lemma 2.4 die Hedgebarkeit der européischen
Call-Option mit Auszahlungsfunktion f(Y,....Y,) = ([[}.,Y; — K)*, und
aus Korollar 1.18 erhélt man analog zum Beweis von Theorem 2.2

EQl,k(f) = EQ2,k(-f) = EQ(f)

fiir alle £ € N und fiir alle @) € P.

v) Die Zerlegung f(y1,....un) = (I1im, vi — K) + (K — [, vi) " liefert

n

Eqo(f) =J(1+r) - K + Eqglg)

=1

fir alle @ € P, wobei g(y1,....yn) = (K — [, v;)" die Auszahlungs-
funktion der européischen Put-Option mit Ausiibungspreis K ist. Da g (im
Gegensatz zu f) auf Q beschrénkt ist, folgt aus iii) klim Eq,,.(9) = Eq.(9),
s = 1,2. Aus Eg, ([T, Y:) = T[-,(1 + ;) erhélt man klim Eq, (f) =

Eq.(f), s = 1,2, und zusammen mit iv) ergibt sich hieraus schlieBlich

EQ1<f) = EQ2(f)'

vi) Wegen der Invarianz von f unter Koordinatenpermutationen kann man
ohne Einschrinkung j = n annehmen, und somit

n n—1
Ql = ®<qu15uz + Qd¢6d¢>7 Q2 - ®(qu15uz + qdiddi) ® (aunéun + Zl\enéen)'

i=1 =1

(Ansonsten permutiere man die j-te und die n-te Koordinate und vertausche
d; < d, etc.)
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2.2 Der allgemeine Fall

ulu2uU3 uluUU3
Cwiwges uiuzes
uydaus K uydaus K
uiuods ujuads
diuzug dyugug
uypdges ujdoes
uydads uydads
didaug didoug
diugds diuodg
dyidges didges
dydads “dydads

Abb. 10: Die durchgezogenen Linien zeigen die massetragenden Pfade
des Aktienpreisprozesses unter )1 bzw. ()2 im Fall n = 3.

Damit ergibt sich

n—1
EQl(f) - Z B quz 'al(x17"‘7$n—1)
(T15e s T 1)6 >< {dz,ul} =1
und
EQQ(f) - Z _ qu, as x17"'7xn—1)
(T15eeesTi— 1)6 >< {dl,ul}l 1
mit
n—1
al(‘rh-"?xnfl) = (szun_ qUn sz'dn_K)+an7
=1
n—1
a2(m17---7'xn71> = (H:Czun_ qUn sz'en_K)+Z]\en'
i=1
Als néchstes werden die Mengen
n—1
n—1
A = {(yb -"7yn—1) S 1>:<1{d17u2} : Hyz cUp > K},
=1
= n—1
B = {(yla "'7yn—1) S ,L>:<1{duuz} . Hyz *Unp S K}
=1

betrachtet.

Fir (xq,...,2,-1) € B gilt ay(z1, ..., xp-1) = 0 = ag(xy, ..., Tp_1).
Fir (z1,...,2,-1) € A erhilt man

n—1 n—1 n—1
Hmi-un>K> Hui~dn2 szwdn,
i=1 i=1 i=1
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

und mit L = K/Hl L i € (dn,u,) kann man ay(xq,...,2,-1) in der
Notation von Lemma 2.5 schreiben als

ar (T, .oy Tyy) = H i - [(un — L)qu, + (dn — L) qa,]

n—1
= H x; - a(dy, u,, L).
i=1

Analog folgt fiir (z1,...,2, 1) € A

ag(x1, .oy Tpoy) = Hmi-a(en,un,L).

Lemma 2.5 liefert a(e,,u,,L) < a(d,,u,, L), so daB ai(xy,...,2,1) >
ag(x1, ..., tpq) fir alle (z1,....,z,_1) € A gilt. Wegen (uq,...,u,_1) € A
ist diese Menge nicht-leer, und man erhélt schlielich

n—1
Eq,(f) = Z . H%i'al(%,--.,!ﬁn—ﬁ

n

(%15, —1)€ >§ {diu} =1

= Z qul ai .1‘1,...,]3”_1>
> Z H% ag(x1, ooy Tp1)
1
= Z qui-a2(x1,...,:vn_1)

n—1

(z1,0-Tn—1) € X{d Uz}z !
= EQ2(f)7

also einen Widerspruch zur Aussage Eq, (f) = Eg,(f) in iv).
Damit wurde Annahme 1 widerlegt, und es folgt 0 ¢ supp(Pa’) fiir alle

Jje{l,...,n}.

Annahme 2: Es existiert ein j € {1,...,n} mit sup supp(Pg,/j) = 0.

i) Fiir i € {1,...,n} erhélt man aus 0 ¢ supp(P}) und (x) die Beziehung
0 < d; := minsupp(P}?) < 1+ r;. Dariiberhinaus folgt [[/_, d; < K aus
Annahme A3.

ii) Wegen sup supp(PEj) = 00 existieren e;, u; € supp(PY') N (14 75, 00) mit

e; < uj, so da K < Hz;ll di ;- T _j11 d; gilt. Mit derselben Argumen-
tation wie oben kann man ohne Einschrénkung j = n annehmen.
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2.2 Der allgemeine Fall

iii) Aus (x) folgt fiir i € {1,...,n—1} die Existenz von u; € supp(PY )N (1+7r;, 00).

iv) Mit denselben Argumenten wie bei Annahme 1 folgt aus Annahme 2 die
Gleichung Eq,(f) = Eq,(f), wobei

n—1
Qs = ®(Qui5ui +44,04,), Qu= ®(QUi5ui + 44,04,) @ (e, O, + 44, 0d,,)
i=1 i=1
gilt mit q,, = 1ZTid'2 =1-—qq und @, = % =1-4a,.

L ujusges *  ujuges

updaug
" yuidges

ujugds
diugus

diuzes diuges
uypdads uydods
didaus dydaus
7777777777 K LIt K
didoes didges
=~ diugds diuods
dyda didads dyda didadg

Abb. 11: Die durchgezogenen Linien zeigen die massetragenden Pfade
des Aktienpreisprozesses unter (3 bzw. 4 im Fall n = 3.

Die Erwartungswerte Eq,(f) und Eg,(f) lassen sich darstellen als

n—1
EQ3(f) = Z 1 HQJ:, 'Gg(l’l,...7$n_1),

"% =1
(1) € X {disus} =

n—1
Eq,(f) = Z . qu'a4($1,---,$n—1)

n— o
(Z1,0sTn—1) € Axl{duuz'} =1
1=

mit

n—1
G'S(:Elv"'axn—l) = (szun_ qun sz dn_K)Jrqdna
=1

n—1
ay(T1, .y Tpy) = (H%"@n— e, HIZ d, —K)
i=1

Als néchstes werden die Mengen

n—1
C = {(yh ---;yn—l) S Z>:<1{dz,uz} . ]i[yZ . dn < K},

n—1
D = {1, yn1) € iél{dmui} : Hyi -d, > K}
betrachtet. =
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Fiir (xy,...,2,-1) € D erhilt man

n—1 n—1

n—1
und damit ' ' '
az(T1, ..., Tp_1) = (H%U K)q., + Hazz d, — K)qq,
= H Z; - (unQun + andn) - K
= Hwi-(1+rn)—K
- H Zi - (ena\en + an]\dn) - K

= (sze Qen sz d -

= aq(Tq, .., Tp_1).

Fir (z4,...,2,-1) € C ergibt sich

n—1 n—1 n—1
Hxi~dn<K< Hdi-ung Hxlwun,
i=1 i=1 i=1

und mit L := K/ T[] = folgt aus Lemma 2.5

az(21, oo Tno1) = sz- (dn, un, L)

> Hxl (dp,en, L)

= CL4(.T1, ...,In_1>.

Wegen (dy, ...,d,—1) € C ist die Menge C' ist nicht-leer, so dafl sich schlieflich der
Widerspruch

Eqy(f) = > [ . - as(@r, - 2ams)

n—1

(@1,n—1) € X {diui} =1

— Z I:Iqwi caz(T1y ey Tn_1)

(CEl,...,JEyL,l)EC i=1

n—1
+ > It as(xr, o waa)

(21,s@n—1)ED =1
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2.2 Der allgemeine Fall

n—1
= Z qui ca3(T1y ey Tn1)

(z1,.sTn—1)€C =1

n—1

+ Z qu 'a4($1,...,$n71)
= Z HQmi 'a4(l’1,...,xn_1)
+ Z H(hi ’a4($1,...,xn_1)

ergibt. Damit ist Annahme 2 widerlegt, und zusammen mit der Arbitragefreiheit
des Modells folgt @; := supp(PY) € (1 + r;, 00) fiir alle i € {1,...,n}.

O
Bemerkung 2.13
Die Aussage von Theorem 2.12 gilt i.a. nicht mehr, wenn man die Annahme A3
durch eine der schwdcheren Annahmen

Es existiert eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A3 oder amerikanische Call-Option, deren Ausiibungspreis K die
Bedingungen P,(A, > K) >0 und P,(A, < K) > 0 erfillt.

bzw.

Es existiert eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A3, - oder amerikanische Call-Option, deren Austibungspreis K die
Bedingungen P,(A, > K) > 0 und P,(A, < K) > 0 erfillt.

ersetzt.

Zum Beweis der Bemerkung betrachte man als erstes Gegenbeispiel ein Ein-
Perioden Modell mit

1 1
Pw:_ 5 = Ou,
2R(0 u)+25

wobei 1+7r; < u < co. Geméf Satz 1.10 existiert ein dquivalentes Martingalmaf,
so dafl Al erfiillt ist. A2 gilt trivialerweise.
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Kapitel 2: Untersuchung der Hedgebarkeit von Call- und Put-Optionen

Weiterhin erfiillt die européische Call-Option mit Ausiibungspreis K = uAg die
Bedingungen

Pw(Al ZK) >0 und Pw(Al <K) > 0.
Diese Option ist dariiberhinaus absicherbar mit Hedge Hy, = (0,0)", also gilt
A3*. Als zweites Gegenbeispiel betrachte man wieder ein Ein-Perioden Modell
und wiéhle ©

P, = Zl — 5 Om2.

Auch hier sind offensichtlich A1 und A2 erfiillt; dariiberhinaus erfiillt die euro-
paische Call-Option mit Ausiibungspreis K = Ay die Bedingungen P, (A; <K) =
% >0und P,(A; > K) =1— 25 > 0. Das Portfolio Hy = (1, —%)t sichert den
Claim ab, so da} A3, erfiillt ist.

Die Kombination der Theoreme 2.8, 2.10 und 2.12 ermdglicht eine umfassende
Beantwortung der Frage, unter welchen Umsténden im stochastisch unabhéngigen
Fall aus der Forderung der Absicherbarkeit einer einzelnen oder endlich vieler
Call- bzw. Put-Optionen sofort die Dichotomie der Faktoren Y7, ..., Y, folgt:

Theorem 2.14
Im Aktie/Bond Modell seien Yi,...,Y, nicht-deterministisch, und es seien die
folgenden Annahmen erfillt:

Al: P, ~ épf.
=1

A2 : Das Modell ist arbitragefrei.

PY) = Py’
A3 su'p supp( %’/) Su? supp( Y,) fir alle i, 5 € {1,...,n}.
min supp(P,*) = min supp(P.’)
Weiterhin gelte entweder

( Es existiert eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option

oder amerikanische Call-Option, deren Austibungspreis K die
Bedingungen P,(A, > K) > 0 und P,(A, < K) > 0 erfillt,
und Pi € {1,...,n} mit |supp(PY")| > \supp(P,},/j)Wj # 1.

Ad* .

oder

Es existieren n verschiedene absicherbare europdische Call- oder Put-
Optionen oder amerikanische Call-Optionen, deren Austiibungspreise
Ky, ..., K, die Bedingungen P,(A, > K;) >0 und P,(A, < K;) >0
erfillen, 1 =1, ...,n.

A4, -

\

Dann liegt ein Binomialmodell mit Parametern d,u und ry,...,r, vor, die fir
1 =1,...,n die Bedingungen 0 < d <14 1; < u < oo erfiillen.
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Insbesondere erhélt man nicht nur einen alternativen Beweis fiir Satz 1.30 mit
den Methoden der Finanzmathematik, sondern sogar eine deutliche Verschéarfung
dieses Ergebnisses:

Korollar 2.15
Im Aktie/Bond Modell seien die Faktoren nicht-deterministisch.

a) Die Annahmen

Al Py~ (PM)™
A2 . Das Modell ist arbitragefrei.

Es ex. eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A3 oder amerikanische Call-Option, deren Austibungspreis K den
Bedingungen P,(A, > K) >0 und P,(A, < K) > 0 geniigt.

sind genau dann erfillt, wenn ein Cox-Ross-Rubinstein Modell vorliegt.

b) Es seien folgende Annahmen erfillt:

Al P~ QPY).
i=1
A2 : Das Modell ist arbitragefrei.
Es ex. eine absicherbare europdische Call- oder Put-Option
A3 oder amerikanische Call-Option, deren Austibungspreis K den
Bedingungen P,(A, > K) > 0 und P,(A,, < K) > 0 geniigt.

Dann existieren tiberabzdhlbar viele europdische Call- und Put-Optionen
und amerikanische Call-Optionen, die genau dann absicherbar sind, wenn
ein Binomialmodell vorliegt.

Insbesondere die Ergebnisse von Theorem 2.14 und Korollar 2.15 verdeutlichen
die Notwendigkeit der Suche nach geeigneten Preissystemen in der diskreten
Finanzmathematik, die nicht auf der Konstruktion von replizierenden Portfolios
basieren: Schon unter sehr schwachen Voraussetzungen sind von denjenigen funda-
mentalen Finanzderivaten europdische Call- und Put-Option sowie amerikanische
Call-Option, deren Ausiibungspreis K die Bedingungen P, (A, > K) > 0 und
P,(A, < K) > 0 erfiillt, hochstens endlich viele absicherbar, insbesondere im
i.i.d.-Fall sogar keine einzige.

Im néchsten Abschnitt werden anhand der obigen Ergebnisse einige ,,prominente*
zeitdiskrete Modelle darauf untersucht, ob in ihnen die betrachteten fundamen-
talen Finanzderivate absicherbar sind.
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2.3 Anwendungsbeispiele

2.3.1 DModelle mit diskreten Faktoren
Im Aktie/Bond Modell seien €y, ..., €2, abzdhlbare Teilmengen von (0, c0) mit

di =infQ; <14nr, <wu;:=supfl;, i=1,..n,

und es gelte supp(P,,) = QIQZ Insbesondere ist dann die Bedingung P, ~ @) PYi
= i=1

erfiillt, so daf} sich Theorem 2.12 anwenden laf3t:

Korollar 2.16

Falls w;, = oo oder d;;, = 0 fiir ein ig gilt, so existiert in diesem Modell keine
absicherbare europdische Call- oder Put-Option oder amerikanische Call-Option,
deren Ausiibungspreis die Bedingungen P,(A, > K) > 0 und P,(A, < K) >0
erfiillt.

Es wird daher im folgenden angenommen, dal 0 < d; < 1 +r; < u; < oo fiir
alle 7 gilt. In Zeitrdumen mit echt ansteigender bzw. abfallender Aufspreizung des
Aktienkurses erhélt man unterschiedliche Ergebnisse fiir die Existenz absichern-
der Handelsstrategien:

Korollar 2.17

a) Es gelte [dy,u1] C [do,us] C ... C [dn,uy,]|, wobei mindestens eine Inklusion
strikt sei. Dann ist die Existenz einer absicherbaren europdischen Call- oder
Put-Option oder amerikanischen Call-Option, deren Austibungspreis K die
Bedingungen P,(A, > K) > 0 und P,(A, < K) > 0 erfillt, dquivalent zu
12| = 2 fiir alle i.

b) Es gelte [dy,u1] D [da, uz] D ... D [dn, un]. Aus || > 2 fiir mindestens ein
19 folgt die Fuxistenz tberabzahlbar wvieler nicht-absicherbarer europdischer
Call- oder Put-Optionen oder amerikanischer Call-Optionen. Es kénnen
jedoch tiberabzahlbar viele Optionen mit einem Austiibungspreis K existieren,
der zwar die Bedingungen P,(A, > K) > 0 und P,(A, < K) > 0 erfillt,
deren Absicherbarkeit jedoch nicht dquivalent zur Dichotomie der Faktoren
15t.

Die denkbar einfachste Verallgemeinerung des Cox-Ross-Rubinstein Modells
bildet das n-Perioden Trinomialmodell, bei dem sich der Aktienkurs in jedem
Schritt nur um einen Faktor d,e oder u dndern kann. Es findet in der Praxis
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zum einen Anwendung bei der Bewertung von Kreditderivaten (vgl. z.B. [13]),
zum anderen bei der Beurteilung amerikanischer Optionen, beispielsweise im
Adaptive Mesh Model (vgl. [31], S. 406). Das Trinomialmodell ist jedoch nicht nur
unvollsténdig, sondern ermdglicht fiir keines der in diesem Kapitel betrachteten
fundamentalen Finanzderivate die Preisfestsetzung durch Bildung eines Hedges.
Allgemeiner erhélt man fiir diskrete Modelle, in denen die Tréger der Faktoren
iibereinstimmen:

Korollar 2.18
Im Aktie/Bond Modell gelte supp(P,) = Y, wobei 1 eine abzdihlbare Menge mit
0<infQy <147, <supy <oo,i=1,...,n sei. Dann existiert genau dann eine
absicherbare europdische Call- oder Put-Option oder amerikanische Call-Option
mit Py(A, > K) > 0 und P,(A, < K) > 0, wenn ein Coz-Ross-Rubinstein
Modell vorliegt.

2.3.2 Zeitdiskretisierung des Black-Scholes Modells

Das 1973 von F. Black, M. Scholes und R.C. Merton eingefiihrte Black-Scholes
Modell (vgl. [8], [43] und [42]) ist wohl das , prominenteste® zeitstetige Finanz-
marktmodell. Innerhalb eines endlichen Zeitraumes [0,7] werden dabei zwei
Finanzgiiter gehandelt, ndmlich ein Bond mit konstanter Zinsrate p > 0 und
eine Aktie mit zufallsabhéngigem Preisprozef.

Der Preisverlauf B des Bonds wird folglich beschrieben durch
By=¢e te0,T).

Zur Modellierung des Aktienpreisprozesses Amit Anfangsaktienpreis Ag > 0 wird
ein Standard-Wiener-Prozefl W mit endlichem Horizont 7" auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) verwendet, ferner zwei Parameter 1 € R und o > 0:

Ay = Agertet Tt = Apet =Tt e [0, T).

A wird dann als Aktienpreisprozefl mit Volatilitit o und Trend p bzw. Drift j1— "72
bezeichnet.

Als Informationsverlauf F = (F})co,r) wihlt man die rechtsseitig stetige ver-
groferte kanonische Filtration, d.h.

Fr=0(0(Xs:s<t)U{A e F:P(A) =0}).
Mit Hilfe eines Spezialfalls des Satzes von Girsanov erhélt man:
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Lemma 2.19 ([50], Lemma 5.1.2)
Das eindeutig bestimmte dquivalente Martingalmaf fiir den abdiskontierten
Aktienpreisprozef§ wird durch die Radon-Nikodym Ableitung

d _ _ 2
99 _ ep(P =, — %T)

dP

a

festgelegt. Beziiglich Q ist (Wy)icpo,r ein Wiener-Prozeff mit Drift p—; und
Volatilitdt o.

Beim Ubergang zum #quivalenten Martingalma$l wird demnach der subjektive
Trend p durch die objektive Drift p des Bondpreisprozesses ersetzt.

Die Fundamentalsétze der Preistheorie (vgl. Satz 1.9 und Satz 1.27) lassen sich
nicht direkt auf zeitstetige Modelle iibertragen, d.h. die Arbitragefreiheit bzw.
Vollsténdigkeit folgt in diesen nicht alleine aus der Existenz bzw. Eindeutigkeit
des dquivalenten Martingalmafles. Beispiele fiir Arbitragemoglichkeiten befinden
sich z.B. in Abschnitt 5.1.1 von [50] und Abschnitt 0.2 von [37]. Auch die umge-
kehrten Implikationen gelten nicht, wie zum Beispiel in [20] bewiesen wird.

Bei der Untersuchung des Black-Scholes Modells auf Arbitragefreiheit ist zunéchst
die Menge der Handelsstrategien geeignet einzuschréanken:

Definition 2.20 ([50], Seite 112 ff., [33], Kapitel 12 und [7], Definition 6.1.5)

a) Fine Handelsstrategie im Black-Scholes Modell ist ein Paar (a,b) von pre-
visiblen (d.h. beziiglich o({ {0} x Fy : Fy € Fo} U{(s,t] x Fy : Fy € Fs,
0<s<t<oo}) mefibaren) stochastischen Prozessen.

) heifit selbstfinanzierend, falls der Werteprozefs

b) Eine Handelsstrategie (a,
a,b) = a Ay + b, By die Bedingung

b
(Vi(a,b))seo.r) mit Vi(a,b)

~

t t
Vi(a,b) = Vola,b) + / 0 dA, + / b, dB,
0 0

erfillt (wobei das linke Integral im Ito-Sinne zu verstehen ist, vgl. z.B. [33],
Kapitel 9). Hinreichend fir die Wohldefiniertheit der Integrale sind die
Bedingungen

T T
P(/ adu < oo) =1 und P(/ |by| du < 00) = 1.
0 0
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¢) Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie (a,b) wird als zahm (engl. tame)
bezeichnet, falls der abdiskontierte Werteprozef$ (e "'Vi(a,b))icpor) die
Bedingung
e "V,(a,b) >0 fir alle t € [0, 7).

erfiillt.

d) Fine selbstfinanzierende Handelsstrategie (a,b) wird als zuldssig bezeichnet,
falls ihr abdiskontierter Werteprozefs ein Martingal beziiglich des dquivalen-
ten Martingalmafes @ ist.

Hieraus erhidlt man die erste fundamentale Eigenschaft des Black-Scholes
Modells:

Satz 2.21 ([7], Theorem 6.1.1, Theorem 6.1.3 und Definition 6.1.3)
Das Black-Scholes Modell enthdlt weder in der Menge der zuldssigen noch in der
Menge der zahmen Handelsstrategien Arbitragemdglichkeiten, d.h. es existiert in
diesen Mengen keine selbstfinanzierende Handelsstrategie (a,b) mit

‘/0(979) =0, P(VT(Q’Q) = 0) =1, P(VT(CNL7Q) > 0) > 0.

Hier stellt sich nun die Frage nach der Vollstindigkeit des Black-Scholes Modells,
wofiir zunéchst die Begriffe Claim und Hedge fiir zeitstetige Modelle definiert
werden:

Definition 2.22 ([33], Definition 12.7)
FEin Black-Scholes Claim ist eine Fr-mefibare Abbildung Cr : Q — R. Er heifst
absicherbar, wenn eine zuldssige selbstfinanzierende Handelsstrategie (a,b) mit

Vr(a,b) = Cr

existiert. Man bezeichnet (a,b) dann als Martingalhedge von Cr.

Im Gegensatz zu zeitdiskreten Modellen (vgl. Satz 1.28) 148t sich aus der Eindeu-
tigkeit des dquivalenten Martingalmafles im Black-Scholes Modell nicht sofort die
Existenz von (Martingal-)Hedges fiir beliebige Claims folgern. In [33] wird die Ab-
sicherbarkeit aller Black-Scholes Claims mit Fg(C?) < oo bewiesen; allgemeiner
erhdlt man:
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Satz 2.23 ([7], Theorem 6.1.5)
Das Black-Scholes Modell ist vollstindig im eingeschrdnkten Sinne, d.h. zu jedem
Black-Scholes Claim mit

e "TCr € Li(Fr,Q)

existiert ein Martingalhedge.

Nicht-Absicherbarkeit tritt demnach hochstens bei Claims auf, die nicht beziiglich
() integrierbar sind, und bei denen folglich keine Bewertung mit Hilfe des dquiva-
lenten Martingalmafles moglich ist. Fiur alle Cp € L£1(Fr, Q) erhélt man jedoch
eine eindeutig bestimmte faire Bewertung:

Satz 2.24 ([7], Theorem 6.1.4)
Der eindeutig bestimmite faire Preis eines absicherbaren Black-Scholes Claims Crp
zum Zeitpunkt t € [0,T] ist gegeben durch

St(CT) = ep(t_T) EQ(OT |E> .

Als Folgerung dieses Satzes erhélt man die ,beriihmte* Black-Scholes Bewer-
tungsformel fiir européische Call-Optionen, aus der sich die fairen Preise fiir
européische Put-Optionen und amerikanische Call-Optionen ableiten lassen:

Beispiel 2.25 ([8], [50], Seite 123 und [33], Abschnitt 8.20)
Der faire Preis einer europdischen Call-Option mit Ausiibungspreis K, also von
Cr = (Ar — K)*, in einem Zeitpunkt t € [0, T) ist gegeben durch

s¢(Cr) = AP (d1 (A, t)) — Ke_p(T_t)(I)(dg(At,t)), (%)
wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist und

In(4) + (p+ 2)(T 1)

dl(Aht) = o /T — 1 3
In(4t — )T —t
do(Ap,t) = n(K)J;(pT_?t)( )

Beim amerikanischen Call mit Austibungspreis K und Laufzeit T bildet
(e " (Ar = K) " )eepomy
ein Submartingal beziiglich Q, so daf8 der faire Preis zum Zeitpunkt t € [0,T]
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gegeben ist durch
si(C) = sup Eq(e™"" (A, — K)T|F,) = Eq(e™" (Ar — K)¥| ) = 5:(Crr),

T>t

d.h. durch den fairen Preis des entsprechenden europdischen Calls.

Fiir die europdische Put-Option mit Ausiibungspreis K, also fiir Pr = (K — A7),
erhdlt man firt € [0,T] aufgrund der Put-Call-Paritdt

St(CT) — St(PT> = At — K@ip(T?t)
als fairen Preis

si(Pp) = Ke T D®(—dy(Ay, 1)) — A,®(—dy (A, 1)).

Das Black-Scholes Modell findet in der Praxis vielfache Anwendung, insbesondere
bei der Bewertung von européischen Call- und Put-Optionen und amerikanischen
Call-Optionen. Aus der Black-Scholes Bewertungsformel (%) 148t sich z.B. sofort
eine absichernde Handelsstrategie fiir einen européischen Call mit Ausiibungs-
preis K ablesen:

Zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0,7)
e erwerbe man ®(d; (A, t)) Aktien und

e gehe ein short-selling von Ke ?T®(dy(A;,t)) Einheiten Bond ein.

Die zugehorige Handelsstrategie

(a,b) = ((@(di(As,1)))scory (Ke T ®(da(Ar, 1)))iejo.n])

(mit ®(d;(Ar,T)) = lim_p O(d;(As, 1)) = 1, i = 1,2) ist selbstfinanzierend (vgl.
33], Satz 12.16) mit Vi(a,b) = s,(Cr), t € [0,T), und Vr(a,b) = Cr.

In der Anwendung erweist sich diese Strategie jedoch als nicht praktikabel. Zum
einen ist ein zeitstetiges Anpassen allein aus technischen Griinden nicht moglich.
Zum anderen sind in realen Finanzmarktsituationen Umschichtungen mit Kosten
verbunden. Selbst wenn diese fiir einmalige (und somit auch fiir endlich viele)
Transaktionen in der Regel vernachléssigbar klein sind und daher in der Model-
lierung nicht beriicksichtigt werden, wiirden sie sich bei zeitstetigen Portfolio-
verdnderungen innerhalb einer beliebig kurzen Zeitspanne zum Wert unendlich
aufsummieren.

In realen Situationen wird daher das ,,absichernde® Portfolio der Bank nur an
endlich vielen diskreten Zeitpunkten ti, ..., ¢, neu zusammengestellt, wobei At =
ty — tx—1 in der Regel einen Tag (!) betrigt.
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Daher wird eine Zeitdiskretisierung des Black-Scholes Modells mit n + 1 dqui-
distanten Handelszeitpunkten 0 = t5 < t; = % <ty = % < ..<t,=Tnun
auf die grundlegenden Eigenschaften Arbitragefreiheit und Absicherbarkeit der
fundamentalen Finanzderivate aus Beispiel 2.25 untersucht.

Bei der Modellierung des Aktienpreisprozesses sollen dabei die grundlegenden
Eigenschaften des Wiener-Prozesses mit Drift  und Volatilitéit o2 > 0 auf den
zeitdiskreten Fall iibertragen werden. Gesucht sind daher Zufallsgréien W, ,...,W;,,
auf einem W-Raum (92, F, P), fiir die gilt:

1) WO - O,
2) fiir jedes k € {1,...,n} besitzt W, eine N (uty, o*t)-Verteilung,
3) die Zuwéchse Wy, — Wy, ..., W, — W, | sind stochastisch unabhéngig,

4) die Zuwichse Wy, — Wy, ..., W,, — W, _, sind stationsr, d.h. PV~ Vi1 =
PYi Wit figralle 1 < j < k < n.

Aus 3) folgt sofort, dafl auch fiir beliebige J = {s1,....s;} C {to,....t,,} mit
|J| > 2 die Zuwidchse W,, — W, _,, j € J, stochastisch unabhéngig sind. Weiter
erhiilt man aus 3) und 4), daB P"ri™Vi = PWori=Wer iy 1 5k € {0,...,n}

mit k + j,r + j < n gilt. Als Folgerung von 1), 2) und 4) ergibt sich ferner

PWee =Wy — pWe =Wy N(uz’gZ)’ 1<k<n.
n n
Uber die Darstellung
k
Wtk = Z(Wtj - Wtj—l)? 1 S k S n,
j=1

und Eigenschaft 3) ergibt sich sofort eine (eindeutige) Konstruktionsmoglichkeit
von (Wi, Jo<k<n :

Lemma 2.26

Es existieren genau dann Zufallsgroffen (Wi, )o<k<n mit den Figenschaften
1)-4) auf einem W-Raum (Q, F, P), wenn auf diesem W-Raum stochastisch unab-
hingige, identisch N (0, 1)-verteilte Zufallsgrofien ey, ..., e, ezistieren. Dann wird
(Wi, )o<k<n festgelegt durch Wy =0 und

T T
Wtk:Z(U\/;Sj—i_uﬁ)’ 1<k <n.

Jj=1
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Damit erhédlt man schliefilich ein zeitdiskretes Analogon zum Black-Scholes
Modell:

Definition 2.27
Betrachtet werde ein n-Perioden Modell eines Finanzmarktes mit zwei Finanz-
gtitern, namlich einem Bond mit konstanter Zinsrate p > 0 und einer Aktie mit

einem exponentiellen Random Walk als PreisprozefS. Der Zeithorizont sei T, und
die Handelszeitpunkte seien to,ty,...,t, mit tp = k:% fiir 0 <k <n.

Der Preisverlauf des Bonds sei gegeben durch By =1 und
B, =exp(pty) = (1+r,)", 1<k<n,

mit r, = exp(Lp) — 1.

Weiterhin seien &1, ...,e, stochastisch unabhingige, identisch N(0,1)-verteilte
Zufallsgrofien auf einem W-Raum (2, F, P). Der Aktienpreisprozefs mit Anfangs-
aktienkurs Ay > 0, Volatilitit o > 0 und Trend p € R werde modelliert durch

Ay, Ap exp(i (U\/%Ei + (M - ?)%))
Aof-ﬂXP(U\/%(i@) (1= 072)]%)

=1

fiir 1 < k < n. Schlieflich sei der Informationsverlauf F gegeben durch die von
€1, ...,En erzeugte kanonische Filtration, wobei Foy = {0, Q} gelte.

Dieses Modell wird als zeitdiskretes Analogon zum Black-Scholes Modell mit n+1
dquidistanten Handelszeitpunkten bezeichnet, kurz BS,y Modell.

Bei Modellen der Form BS(,) stimmen nicht nur die Verteilung des Aktienkurses
zu den Zeitpunkten ty, ..., t,, mit denen eines Black-Scholes Modells mit derselben
Drift und Volatilitét {iberein und erfiillen die Voraussetzungen stochastisch unab-
héngiger und stationérer Zuwéchse. Vielmehr liefert der nachfolgende Satz von
Donsker, dal bei einer Einbettung des zeitdiskreten Aktienpreisprozesses in einen
stetigen Zeitrahmen durch eine geeignete Interpolation der Aktienkurse zwischen
den Handelszeitpunkten ty, ..., t,, stochastische Prozesse mit stetigen Pfaden ent-
stehen, die fiir n — oo schwach gegen die geometrische Brownsche Bewegung
eines Black-Scholes Modells konvergieren.
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Der Beweis des Satzes von Donsker (vgl. z.B. [6], Kapitel 8) 148t sich dabei von
seiner urspriinglichen Formulierung fiir den Horizont [0, 1] direkt auf den Hori-
zont [0, T iibertragen, fiir den er hier notiert wird:

Satz 2.28 (Satz von Donsker) (vgl. [6], Theorem 8.2)

Seien W ein Standard-Wiener-Prozef, (ei)ren eine Folge wvon stochastisch
unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsgrofien mit Erwartungswert 0 und
Varianz 1 sowie Sy := 0 und Sy = Zle g, k € N. Definiert man dann fir
n € N den stochastischen Prozeff X" durch

X' (w) = \/g [SL’%J (w) + (%t — L%tJ) 'ﬂ%ﬁl(w)}
(wobei || := max{z € Z: z < x}), so folgt

w

X0
d.h.
lim Eh((Xf)te[o,T]) =F h((Wt)tG[OyT})

n—oo

fir alle stetigen und beschrdankten Funktionen h : C[0,T] — R (wobei die Topo-
logie auf C[0,T] induziert sei durch || f — g| := sup;epo.ry [f(t) — g(t)]).

Die folgenden Abbildungen zeigen fiir ein festes w € Q2 den Pfad ¢t — X}'(w) von
X" bei verschiedenen Iterationstiefen n. Der Zeithorizont betrégt dabei 7' = 250
Tage, d.h. ein Borsenjahr:

X25

15;
12.5¢
10+
7.5¢
5[

2.5¢

| | | | | Abb. 12a:
50 100 150 200 250 n =25
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Xt250
5 L
h : 4 : —
éJd\j 100 mﬁ 00 250
- 5 L
- 10 L
- 15 L
Abb. 12b:
n = 250
Xt2500
t
Abb. 12c:
n = 2500

Fiir wachsendes n erkennt man eine zunehmende Ahnlichkeit zwischen ¢ — X' (w)
und einem Pfad einer physikalisch realisierten Brownschen Bewegung.

Aus dem Satz von Donsker erhilt man eine erste Konvergenzaussage fiir BS,)
Modelle:

Mit denselben Voraussetzungen und der Notation aus Satz 2.28 sei fiir n € N,
p € R und o > 0 der Aktienpreisprozef (A} ):cjo,r] festgelegt durch

0.2

A7) = Agexp (X7 @) + (= D)),

.....

.....
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Stiitzstellen to,...,t,. Anders als bei X;* wird hier jedoch nicht linear, sondern
mit Hilfe von Fxponentialfunktionen der Form

gtn(w) = eXp ((# - %)t) ZGXP (0\/§(Sk(w) + (%t - k)5k+1(w))) : 1(tk,tk+l)(t)

interpoliert.

Aus dem Satz von Donsker folgt nun zusammen mit dem mapping theorem (vgl.
[6], Theorem 2.7) und der Stetigkeit der Exponentialfunktion:

Lemma 2.29

Die Folge ((A})icjo,r)nen der Aktienpreisprozesse konvergiert schwach (im Sinne
von Satz 2.28) gegen eine geometrische Brownsche Bewegung mit Volatilitit o
und Drift p — %2, d.h. gegen den Aktienpreisprozefs eines Black-Scholes Modells
mit Volatilitdt o und Trend p.

Zur Illustration wird dieselbe Folge (&,)nen und dasselbe w wie in den Abbil-
dungen 12a,b und c betrachtet. Weiterhin sei wieder 7" = 250, d.h. es soll der
Preisprozef§ einer Aktie wéhrend eines Borsenjahres beobachtet werden. Die 250-
Tages-Volatilitdten von Aktien aus dem DAX100 liegen in der Regel zwischen 0.2
und 0.5; es wird daher ov/T = 0.25, d.h. o = +/0.00025 gewihlt. Zur Festsetzung
des Trends wird angenommen, dafl sich die Aktie innerhalb des Borsenjahres im
Mittel wie eine festverzinsliche Anlage mit Verzinsung r = 0.05 entwickelt, was

In(1.05)

einem Trend von p = —5:5= entspricht. Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils

den Pfad t — A%)A?(w) fiir verschiedene Iterationstiefen. Erst bei hinreichender
VergroBerung wird in Abb. 13d erkennbar, dafl es sich hierbei nicht um lineare
Interpolation handelt (welche gestrichelt dargestellt ist).

At25
Ao
1.3}
1.25}
1.2}
1.15}

1.1}

1.05¢

| | ‘ ‘ ‘ Abb. 13a:
50 100 150 200 250 n =25
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Abb. 13b:
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n = 2500
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Die folgende Abbildung verdeutlicht den Einflul des Trends und somit der Drift
auf den Aktienpreisprozef; im Vergleich zu Abbildung 13¢ wurde g um den
Faktor 6 vergrofert:

A2500
Ao

1.6}

1.5}

M‘A\\A A ‘ ‘ ‘ ‘
VW‘W"’ 100 150 200 250 ! Abb. 13e:
n = 2500

Die Konvergenzaussage aus Lemma 2.29 1dt sich noch in zweifacher Hinsicht
verbessern. Zum einen entspricht die Konstruktion der Folge (A}):cjo,r] nicht der
Vorstellung einer immer feineren Betrachtung eines Aktienkurses innerhalb eines
festen Zeitraumes. Mit jedem weiteren Iterationsschritt wird ndmlich der gesamte
Aktienkursverlauf des letzten Schrittes auf eine kiirzere Zeitspanne zusammen-
gestaucht und reskaliert; anschliefend findet wieder eine zufallsabhéngige Ent-
wicklung bis zum Zeitpunkt 7" statt. Die Abbildungen 13a, b und ¢ verdeutlichen
diese Vorgehensweise: Der Pfad von A% entspricht auf dem Intervall [0, 25] dem
reskalierten und gestauchten Pfad von A% und findet sich am Anfang des Pfades
von A?% wieder.

Zum anderen ist bei der Interpolation des Aktienkurses zwischen den Beobach-
tungszeitpunkten die genaue Kenntnis von p und o notwendig. Diese Groflen sind
aber in der Praxis i.a. unbekannt und werden mit Hilfe des Aktienkursverlaufes
geschitzt. Wiinschenswert wére daher eine Konvergenzaussage bei linearer Inter-
polation des Aktienkurses. Eine Verallgemeinerung von Lemma 2.29 auf beliebige
Folgen von BS(,) Modellen und lineare Interpolation liefert der folgende Satz:
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Satz 2.30
Fiirn € N sei (S'z )kefo,....ny mit

T 2 kT T.\\?
Sk% = (Sk%,l,sk%’z)t = (AO exp (cr P (Zs?) + (u — %)7),exp (pk;))

der Preisprozefs eines BS(,) Modells mit Horizont T, Anfangsaktienpreis Ay > 0,
Volatilitit o > 0, Trend p € R und Zinsrate p > 0, wobei €7, ...,e!' stochastisch

5 Cp

unabhingig und N(0,1)-verteilt seien. Weiter seien (A7 )cior] und (A7 )ieo 1)
definiert durch

L%) 2
Al (w) = Agexp (0\/%( ;eﬁ(w) + (n?t —L%J)ST%H(M))) - exp ((,u—%)t),

t t
Al (w) = SL%J%J((’U) + (L%J - %) ’ (SL%JrlJ%,l(w) - SL%J%J(M))‘

Schlieflich sei (Afs)te[oﬂ der AktienpreisprozefS eines Black-Scholes Modells mit
Volatilitit o und Trend p. Dann gilt:

a) (A})icpm) SN (Afs)te[oﬂ, d.h. die mit Hilfe von Ezponentialfunktionen
interpolierten Aktienpreisprozesse der BS(,) Modelle konvergieren schwach
gegen den AktienpreisprozefS des Black-Scholes Modells.

b) Sei J € H([0,T]):={I C[0,T]:|I| < occ}. Dann folgt
Ty © (%?)te[o,ﬂ —> w0 (AtBS)te[o,T};
d.h. die endlich-dimensionalen Randverteilungen der linear interpolierten
Aktienpreisprozesse der BS(,) Modelle konvergieren schwach gegen die

entsprechenden endlich-dimensionalen Randverteilungen des Aktienpreis-
prozesses aus dem Black-Scholes Modell.

-~

Beweis: Fiir n € N werde der stochastische Prozef (A});cpo,r] durch

1%
B = oo (6 (7 [ D) o (0= 0
k=1

definiert, wobei ((,)nen eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch
N (0, 1)-verteilten ZufallsgroBen sei. Mit Hilfe von (g)cjo,r7 : R" — C[0,T7, fest-
gelegt durch

L3 )

Gi(x1, .y 1) = Agexp (U\/%(Zl’k + (%t - L%J)xwﬁl)) cexp ((u— %)t),

I6)
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erhilt man (A\n>t€[0T] = (gt)te[OT o (Ch--- Cn) und (An)te[OT] = (gt)te[o,T] ©
(7, ... en); aus (Ci,y ...y Go) ~ (€75 -, ) folgt daher (A7)icio. )~ (A})icio,r]- GemaB

T n

Lemma 2.29 konvergiert (A )telo,r] schwach gegen (AP*)iepo.r), d.h. a) gilt.
Fiir s € [0, 7] zerlegt man A" (w) = AT”SJT( W)+ (14 ¢y s(w)) mit
ns ns T o2 T
wn,s(w) = <?— [?J> -(exp(a g€ns+1j+(ﬂ—?)g)—1>
Aus der Ungleichung

r o, o T
[Vl < |exp (U\/;ﬂ’éfﬂj + (1= 7)5) —1

ergibt sich wegen \/% €8s 41) — 0 sofort Y s —5 0. Weiterhin gilt

N ns, T o ns, T
AnSJTNAoeXP( LTJn U"‘(M__)L_J_)

n

fiir eine N (0, 1)-verteilte ZufallsgréBe U, und mit lim,_ |2 |L = s erhilt man

AT"SJT N ABS Analog folgt fiir s1,s9 € [0,7] mit 57 < s9 aus

54”77.52 T
B \/@Z_\/@Z.U nsy ey T
i~ e oy LR v 2] - 12T
T n
EAn
AR w, A
sofort lAfn;gJ% ABS

Sei nun J = {s1,..., 8} € H([0,T]) mit 0 < 1 < 59 < ... < 8, < T. Aus der

ur o p Yn

. . . . L nsm | T . .
stochastischen Unabhiingigkeit von 4™ EOYESY: AL Tl - WL % einerseits und
T nSm—1,T

. . BS ASBS ABS n ) [— T Jn ]

derjenigen von Ag”, s, ..., A andererselts erhialt man zusammen mit
1 Sm—1
Lemma 2.8 in [6]
L nnSQ T Anns,m T ABS ABS
Yy L7715 In ABS
L”%JT’A"M T Un g ’ABS"' Ams )

\_nsm_ljz Sm—1

und schlielich ergibt sich aus der Stetigkeit von h : R™ — R™, (21, ..., Tm) —
(z1, 2129, ..., [[1=; x;) und Theorem 2.7 in [6]

iyn yn BS BS
(A g ) > (AZ5, - A25).
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Theorem 3.9 in [6] liefert

w

(1 + wn,sla teey 1 + wn,sm) E— (17 crey 1)7

und durch erneute Anwendung von Theorem 3.9 erhélt man

<(£4T%J%""71ATMTMJ%)’ (1+¢n751,...,1+¢n78m)> LN ((A257...,Afj), (1,...,1)).

Da die Funktion g : R*" — R™, ((T1, -, Tm), (Y1, -, Ym)) — (Z1Y1, s TelYim)
stetig ist, ergibt sich schlieBlich (A7, ..., A" ) = (ABS, . APS).

O

Eine deutlich stiarkere Konvergenzaussage fiir die linear interpolierten Aktien-
preisprozesse erhélt man, wenn man zu derjenigen Situation zuriickkehrt, welche
als Motivation zur Einfithrung eines zeitdiskreten Analogons des Black-Scholes
Modells diente.

Man betrachte also eine Aktie mit Anfangspreis Ay > 0, deren Preisverlauf
innerhalb des Zeitraumes [0, 7] durch eine geometrische Brownsche Bewegung
mit Trend g € R und Volatilitdt o > 0, d.h. durch

2

g
(AP)icior) = (Agexp(oW; + (u — ?)t))te[O,T]

beschrieben wird (wobei W wieder ein Standard-Wiener-Proze8 sei). Der Aktien-
kurs werde allerdings nur zu festen dquidistanten Zeitpunkten t, ..., %, notiert

(mit ¢ = %T) und zwischen den Beobachtungszeitpunkten linear interpoliert.
Dann entspricht der Aktienpreisprozef3 (Ais )keqo,...n}y trivialerweise demjenigen

eines BS(;;) Modells mit Trend p und Volatilitdt o. Fiir wachsendes n und damit
zunehmend feinere Beobachtungen erhélt man in dieser Situation fiir die durch
lineare Interpolation in C([0,77) eingebetteten Aktienpreisprozesse der BS(y)
Modelle nun sogar punktweise Konvergenz:

Satz 2.31
Definiert man in obiger Situation (A7)e.r durch

nt nt

n _ ABS BS BS
= At e+ (7 - L)) (A% — 4% ).
so folgt 1im, oo (A7 )scior)(w) = (AP )iepory(w) fiir alle w € Q.

7
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Beweis: Sei w € ). Zu zeigen ist (mit || - || wie in Satz 2.28):
Ve >0 FngeN Vn ot U ep (@) — (AP )cpm (@)l < e

Da W als Standard-Wiener-Proze$ stetige Pfade besitzt, ist fiir jedes w € Q die
Abbildung t — AB%(w) auf dem Kompaktum [0, T] gleichmiBig stetig, d.h.

Ve>0 36>0 VLU €[0,T), [t—t] <4 \AtBS(w)—Aﬁs(w)|<g. (%)

Fiir vorgegebenes ¢ > 0 werde 6 > 0 gemif (x) gewdhlt und ng := L%J +1
definiert. Dann gilt fiir n > ng und fiir alle t € [0, 7]

t T t T T T
= 15— < }L%+1JE—L%JE\SES5,
und damit
t t
M)~ AP W) = AR @)+ (7 Up)) (AP (@) — A%,2()
—ABS((,U)
< AP () + AR, r (@) = AR 2 ()] - AP (W)

S S
<[4 2 (0) — AP+ A% 2 )~ A% )
< g,
p(w) — APS(W) > A 2(0) — A%, r () — AP 2 ()] — APS(w)
BS BS
2 }ALntJT ) - At | - ‘Atnt+1JT(w) —A %J%(wﬂ
> —&.

Folglich erhélt man

1A et (w) = (AT )eeppry (@)l = sup A} (w) — AP (w)] <€

t€(0,T)

fir alle n > ng.
O

Die folgenden Abbildungen zeigen fiir ein festes w € €2 den zugehorigen Pfad

t — 'A?(w) bei verschiedenen Iterationstiefen n, wobei wieder T'=250, p= %

und ¢ = 1/0.00025 gewihlt wird. Auch hier erkennt man eine zunehmende Ahn-
lichkeit zu dem Pfad einer physikalisch realisierten Brownschen Bewegung; im
Gegensatz zur Konstruktion in Lemma 2.29 (vgl. Abb. 13a, b und c¢) ergibt sich
jedoch eine immer feinere Betrachtung eines Aktienkurses.
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A
Ao

Abb. 14a:
n =25

vV '\/15‘0 100 150 200V 250

Abb. 14b:
n = 250

142500
At

Wy "Vs‘d 100 150 20¢ 250

Abb. 14c:
n = 2500
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Da BS(, Modelle mit gleichen Parametern 4 € R und p,o > 0 sowie Hori-
zont T' > 0 fiir wachsendes n, d.h. fiir zunehmend feinere Modellierungen des
Aktienpreisprozesses, im Sinne von Lemma 2.29, Satz 2.30 und Satz 2.31 gegen
ein Black-Scholes Modell , konvergieren®, stellt sich die Frage, inwieweit sich in
ihnen die fundamentalen Eigenschaften Arbitragefreiheit und Absicherbarkeit von
Finanzderivaten wiederfinden.

Hinsichtlich der Arbitragefreiheit erhédlt man ,,mehr* als im Black-Scholes Modell,
da keine Einschriankung der Menge der Handelsstrategien notwendig ist:

Satz 2.32
Jedes BS(,y Modell ist arbitragefre:.

Beweis: Die Existenz eines dquivalenten Martingalmaflies wird mit Hilfe einer
zeitdiskreten Version des Satzes von Girsanov bewiesen. Der abdiskontierte Preis-
prozeﬁ eines B.S(y) Modells mit Parametern W E IR, p, o > 0 sowie Horizont T' > 0

.....

A\tk = A exp(z (0’\/%81' + (,u —p— ?)%)) = Agexp (2(551 +ﬁ)),

i=1 =1

wobei i := (u— p — %Z)I und 7 := a\/% sei.

Gilt fiir a := —% — % bereits a = 0, so ist (A\tk>ke{0 n} offensichtlich beziiglich
P ein Martingal, d.h. P selbst ist ein dquivalentes Martingalmaf.
Falls a # 0 ist, so definiert man die ZufallsgroBe 7, mittels bedingter Esscher

Transformation durch

77777

ﬁ exp(a - (1 + o¢ey))
% Ep(exp(a- (i +0e))|(e1, -y €5-1))

was geméf Seite 350 in [63] dquivalent ist zu

n ~

L o n,gi o
Zn:exp(—Z(§+§)8k+5(54—5)2).

k=1

Dann liefert @ mit dQ = Z, dP gemifi Abschnitt 3¢ in Kapitel V von [63] ein
dquivalentes Martingalmafl, und aus dem ersten Fundamentalsatz der Preis-
theorie folgt die Arbitragefreiheit des Modells.

O
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Bei der Zeitdiskretisierung des Black-Scholes Modells geht jedoch nicht nur die
generelle Absicherbarkeit von Finanzderivaten mit Auszahlungsfunktion aus
L1(Fr, Q) verloren; vielmehr ist sogar bei keiner einzigen Call- oder Put-Option
eine Preisfestsetzung durch Bildung eines Portfolio-Aquivalentes moglich:

Satz 2.33
In emem BS(, Modell existiert keine absicherbare europdische Put- oder Call-
Option oder amerikanische Call-Option mit echt positivem Austibungspreis.

.....

und Parametern 1 € R sowie p, 0 > 0, d.h.

Sy, = (Ao exp(i (0\/%52- +(p — ?)%)),exp(ptk)y, k=0,..n.

=1
Dies 148t sich schreiben als
k
Stk = (A()HY;',(l—F?")k)t, k::O,...,n,
i=1
mit Y; = exp(a\/%&ti + (0 — %2)%) und 7 := exp(%p) — 1. Man erhilt also

ein n-Perioden Modell mit stochastisch unabhingigen Faktoren Y7, ...,Y,,. Ohne
Einschrankung kann daher

(U F, Pu) = ((0,00)", Bfg s Q) P 7V T =)
1=1

als Grundraum und Yi,....Y, als Koordinatenprojektionen gewéhlt werden.
Offensichtlich gilt
) PN @ P
ii) supp(PY) =[0,00) fiiri = 1,...,n,
i) supp(P2 1) = [0, 00),
so daf fiir jedes K > 0 die beiden Bedingungen
P,(A,>K)>0und P,(A, < K)>0

erfiillt sind; weiterhin ist das Modell nach Satz 2.32 arbitragefrei. Gemafi Theorem
2.12 existiert in ihm folglich keine absicherbare européische Put- oder Call-Option

oder amerikanische Call-Option mit echt positivem Ausiibungspreis.
O
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Das in der Praxis zur Néherung des Black-Scholes Modells verwendete BS(,
Modell unterstreicht also die Notwendigkeit einer Suche nach alternativen Be-
wertungskonzepten in der zeitdiskreten Finanzmathematik, welche nicht auf der
Bildung eines Hedges basieren.

Im néchsten Abschnitt soll das Ergebnis von Satz 2.33 auf naheliegende Verallge-
meinerungen des BS(,) Modells ausgeweitet werden, némlich auf die Klasse der
Gauf$schen Modelle.

2.3.3 Gauflsche Modelle und bedingte Gauflsche Modelle

Der Aktienpreisprozef eines BS(,) Modells 148t sich schreiben als
k ~
i=1

mit h; = pi+0oe;, i1 € R, > 0 und stochastisch unabhéngigen, identisch N (0, 1)-
verteilten Zufallsgrofien ey, ..., ¢, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q2, F, P).
Die statistische Analyse von Aktienkursbewegungen zeigt jedoch, dafl diese
Modellannahme das Verhalten von Preisen nicht immer geeignet widerspiegelt
(vgl. [63], S. 103). Eine naheliegende Modifizierung des BS(,y Modells besteht
nun darin, die Konstanten 7 und o durch Folgen von previsiblen Zufallsgrofien

Der Einfachheit halber wird als Menge der Handelszeitpunkte die Menge {0, ..., n}
gewihlt; der Bondpreisprozef§ sei gegeben durch

mit > 0 und p = In(1 + r). Weiter sei
hy == i + orER
fir k =1,....,n mit g3 € R, 01 > 0 und o(ey, ..., ex_1)-meBbaren Zufallsgrofien
Uk, Ok, kK = 2,...,n, wobei zusétzlich oy (w) > 0 fiir alle w € Q gelte. Der Aktien-
preisprozefl werde definiert durch
k
i=1
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Dann gilt P" = N(py,02) und PhlE12k-1) = N (1, 02), insbesondere also
H1 = E(hl)a
o} = Var(hy),
e = E(hk‘(El,...,Ek_l)) und
2

O = V(M’(hk|(61, ---;5k—1)) = E(hﬂ(gl, ...,€k_1)) - (E(hk|(€1, --',5143—1)))2

fir k = 2,...,n. Fir die Folgen (u)r und (o), existiert dabei eine Vielzahl von
Konstruktionsmoglichkeiten:

Beispiel 2.34 ( ,lineare Gaufische Modelle“, vgl. [63], Seite 105)
Es seien p,q € N, hi_p, ..., ho, ag, ..., ap,€1-¢, ..., €0, by, ..., by € R und o > 0. Dann
definiert man:

a) AR(p) AutoRegressive model of order p:

Im AR(p) Modell werden g, oy und damit hy fir k € {1,...,n} festgelegt
durch
o = 0,

p
pe = a0+ aihk g,
=1

p
hk = agp+ Zaihk_i + o¢€g.
i=1
b) MA(q) Moving Average model of order q:
Hier werden py, oy, und somit hy fir k € {1,...,n} festgelegt durch

o = 0,

q
e = b0+zbi€n7ia
=1

q
hk = bo + Zbign—i + o€g.
i=1
c) ARMA (p,q) AutoRegressive Moving Average model of order (p,q):

Im ARM A(p, q) Modell werden py, or, und damit hy, fir k € {1,...,n} fest-
gelegt durch

Ok g,

p q
M = ao+ Z a;hy—; + b + Z bi€n—i,
=1 i=1
p q
hi, = aog+ Z a;hy—; + by + Z bien—i + o€y
i—1 i—1
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Beispiel 2.35 (,bedingte Gaufische Modelle®, vgl. [24] und [11])

Seien p,q,7 € N, ag > 0, a1, ..., apyr > 0, hi—pyvrs .., ho € R (wobei fiir x,y € R
xVy das Mazimum von x und y bezeichne) sowie B, ..., [3,> 0 und af_q, ey 08> 0.
Weiter sei Fy, = o(e1,...,ex) fir k=1,...n und Fy = {0,Q}.

Dann definiert man:

a) ARCH(p) AutoRegressive Conditional Heteroscedastic model of order p:
Hier werden py, oy, und damit hy fir k € {1,...,n} festgelegt durch

e = 07

p
o = ap+ Z ahi s,
=1
p
2 1
hk = (Oéo + Z aihk_i)ng.
=1

b) AR(r)/ARCH(p):
Im ARCH (p) Modell gelte fir k € {1,....,n}

T
Uy = oo+ Z a;hg—;
i=1
anstelle von p, =0, so daf$ hy die Form
T P L
he = a0t il i+ (a0 + Y aihi_)?e
i=1 i=1

besitzt. Dann wird das Modell mit AR(r)/ARCH (p) bezeichnet.

¢) GARCH|(p,q) Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedastic
model of order (p,q):

In diesem Modell werden py, oy, und somit hy fir k € {1,...,n} festgelegt
durch

He = 07
p q
2 _ E 2 2 2
O_k; — QCD + Oéih‘k:—i + 6j0—k—j7
i=1 J=1

p q
1
hi = (oo + Z Oéihi,i + Zﬁjaiﬁ')%k-
i=1 Jj=1
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Auch die Gaufischen Modelle sollen auf die fundamentalen Eigenschaften
Arbitragefreiheit und Absicherbarkeit der wichtigsten Optionen untersucht
werden. Analog zu Satz 2.32 ergibt sich:

Satz 2.36
Die Gaufischen Modelle sind arbitragefres.

.....

k k
Ay, = A exp(Z(,ui —p+oiE)) = Ao eXp(Z(ﬁi + 0i4)),
i—1 i=1

wobei [1; = p; — p gesetzt wird. Weiter definiert man ay, := % — %, k=1,..n.
k

Falls a;, = 0 P-f.s. fiir alle k gilt, so ist P selbst geméaf Abschnitt 3¢ in Kapitel
V von [63] ein dquivalentes Martingalma$. Andernfalls definiert man wieder die
Zufallsgrofle Z,, mittels bedingter Esscher Transformation durch

_ ﬁ exp ar(fx + orer))
1 E(exp(ax(fix + orer))| Fr1)’

geméfB Abschnitt 3¢ in Kapitel V von [63] liefert dann @ mit d@Q = Z,, dP ein
dquivalentes Martingalmaf.
0

Auf die Frage nach der Absicherbarkeit der wichtigsten Finanzderivate erhilt
man ebenfalls dieselbe Antwort wie bei den BS(,,) Modellen:

Satz 2.37

In den Gaufschen Modellen aus Beispiel 2.3/ und 2.35 existiert keine absicher-
bare europdische Put- oder Call-Option oder amerikanische Call-Option mit echt
positivem Ausiibungspreis.

Beweis: Die Zufallsgroien Y7, ..., Y, seien durch Yy = exp(ux + orer), 1 <k <n
so definiert, dal der Aktienpreisprozel in der Form

geschrieben werden kann.

Nun wird zunichst gezeigt, da P1-Yn) ~ @ PYi gilt.
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Aus der o(e1)-Mefibarkeit von o und o9 erhélt man, daB$ mefibare Abbildungen
7o und Sy existieren mit s = T3(e1) und oy = S(ey).
Mit der Darstellung
In(Y1) —
01

g1 =

folgt weiter die Existenz von mefibaren Abbildungen 75 und sy mit py = ro(Y7)
und o9 = s5(Y]), so daB sich €5 als Funktion von (Y7, Y3) darstellen 1&8t. Induktiv
ergibt sich, daB fir alle k € {2,...,n} meBbare Funktionen r; und s; existieren
mit pg = re(Y1, ..., Y1) und oy = s(Y1, ..., Yx—1). Als Version der faktorisierten
bedingten Verteilung PY#l(V1:Ye-1)=(19k-1) erhilt man fiir k > 2 aufgrund der
stochastischen Unabhéngigkeit von e; und (Y1, ..., Yx—1) geméf Satz 53.10 in [1]

PPk Yr—1) 5k (Y15 Yk—1)Ek)

Aus oi(w) > 0 fiir alle w € 2 folgt nun sx(y1, ..., yx—1) > 0 und daher

PYkI(Yl ,,,,, Yi—1)=(¥1,-Yk—1) ~ XKO 00)

fiir alle (y1, ..., yx—1) € (Y1, ..., Yi1)(2). Wegen
P(er-wyk)(dyh o dyy) = P (dyl)PYQ‘leyl (dyﬁ...PYkKYl 77777 Yk—1):(y1,-~,yk—1)(dyk)

(vgl. Korollar 53.9 in [1]) erhélt man hieraus

Fiir k > 2 erfiillt die Af, -Dichte von P®*-Y%) | welche mit f bezeichnet
werde, die Gleichung Xﬁo,oo)k(fk’ > 0) = 1 und daher

/fk(y17 SEET) yk’) dxﬁ&loo)k—l(yla ) yk—l) >0 X\(O,OO)_f-S-a

woraus PYk ~ Aj(0,00) folgt. Insgesamt erhélt man schlieBlich

Der verbleibende Teil des Beweises verlauft nun analog zum Beweis von Satz 2.33.
O
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2.3 Anwendungsbeispiele

Bei vielen in der Praxis verwendeten zeitdiskreten Finanzmarktmodellen, zu
denen das Trinomialmodell, das BS) Modell und die Gaufischen Modelle
gehoren, geht also nicht nur die Vollstandigkeit, sondern vielmehr die Absicher-
barkeit der wichtigsten Finanzderivate verloren. Hier zeigt sich deutlich die Not-
wendigkeit einer Suche nach alternativen Bewertungskonzepten, welche nicht auf
der Bildung eines Portfoliodquivalentes beruhen.
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Kapitel 3

Modelle mit stochastisch
unabhingigen Faktoren

Im Aktie/Bond Modell gelte P, = @), P)' sowie d; = min supp(Pl) < 1+7; <
u; = sup supp(PY) fiir i = 1,...,n, woraus gemifl Lemma 1.11 die Arbitrage-
freiheit folgt. Sind Y7, ..., Y, nicht alle dichotom, so ist das Modell unvollstandig
(vgl. Satz 1.30). Dariiberhinaus zeigt Korollar 2.15, daB selbst von den fundamen-
talen Finanzderivaten européischer und amerikanischer Call sowie européischer
Put iiberabzdhlbar viele nicht absicherbar sind, und daher eine faire Bewertung
durch Bildung eines Portfoliodquivalentes nicht moglich ist.

Da folglich fiir viele Finanzderivate kein eindeutig bestimmter arbitragefreier Preis
existiert, stellt sich die Frage, ob man zumindest Schranken ermitteln kann, inner-
halb derer sich die Preise unter 6konomischen Gesichtspunkten befinden sollten.
Legt man dabei als Bewertungskriterium das zu erwartende Risiko zugrunde,
so lassen sich diese Schranken mit Hilfe von ,extremalen® vollstdndigen Model-
len gewinnen, wenn die Auszahlungen der Finanzderivate iiber komponenten-
weise konvexe Funktionen von den Faktoren des Aktienpreisprozesses abhéngen.
Geeignete Instrumente hierfiir stellt die Balayage-Technik bereit.

3.1 Die Balayage-Technik

Sowohl in der Potentialtheorie (vgl. z.B. [18]) als auch in der Prophetentheorie
(vgl. z.B. [28]) wird eine Technik zur Vergroferung der Varianz ohne Anderung
des Erwartungswertes verwendet, die unter einer Vielzahl von Bezeichnungen
verwendet wird: ,Balayage® [12], ,,Spreading® [39], ,, Dilation“ [36],[30], ,,Zufalls-
grofle mit maximaler Varianz“ [3]. Im folgenden wird eine leicht verallgemeinerte
Version dieser Methode vorgestellt.
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Definition 3.1 (vgl. [45])

Es seien Y eine Zufallsgrofie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), G
eine Unter-o-Algebra von F und a,b € R mit a < b. Eine Zufallsgrife Y,? mit
den FEigenschaften

i) P{Y; € B}|G) = P({Y € B}|G) VB € Bjjay-,
i) P{Yy =a}|G) = 75 E((0 = Y)vesn 1 9),
iii) P({Y?=b}|G) = ﬁE((Y —a)lyyeamy |9)

heifit Balayage von Y unter G, im Falle G = o(Z) auch Balayage von Y unter Z.

Die rechten Seiten von Definition 3.1 i) —iii) definieren eindeutig einen Ubergangs-
kern von (2, G) nach (R, B) mit

P({Y} € B}|G) =0 fiir alle B € By,

Im Fall G = o(Z) ist fiir jedes Balayage Y von Y unter Z die bedingte Verteilung
PYe\Z und damit die gemeinsame Verteilung P*+%) eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3.2 ([28], Seite 9)
a) Die Verteilung der Zufallsgrife Y, ist gegeben durch

P({Y}? e B}) = ({Y € B}) VB € Bjge,
P{Y} =a}) = alive ab]} (b—Y)dP,
P({Yb =0b}) —a f{ [a,b]}(y a)dP,
PYY € (@)

Jede Zufallsgrofe Y2 mit dieser Verteilung wird als Balayage von'Y bezeich-
net.

|H

O o

b) Seien Y und Z Zufallsgrifien auf einem hinreichend groflen Wahrschein-
lichkeitsraum (z.B. (R,B)). Dann existiert stets ein Balayage Y* von Y
unter Z. Falls Y und Z stochastisch unabhdngig sind, so reduzieren sich
die Bedingungen aus Definition 3.1 zu

i*) PYd = PY auf [a bl°,
) ({Yb - Cl} b—a f{YG[a b|} b Y)dP’
iii*) P({Y}=10}) = f{YE[a oy (Y —a)dP.

Insbesondere sind dann auch Y.? und Z stochastisch unabhingig.
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3.1 Die Balayage-Technik

Ist Y’ ein Balayage von Y unter G, so stimmen die bedingten Erwartungswerte
E(Y|G) und E(Y}|G) iiberein, jedoch ist Y,” ,besser® fiir konvexe Auszahlungs-
funktionen als Y - gerade aus diesem Grunde funktioniert die Balayage-Technik:

Lemma 3.3 (vgl. [59], Seite 9 und [49], Definition 1.5.1)
Seien'Y eine integrierbare Zufallsgrife, a,b € R mit a < b und Y ein Balayage
von'Y unter G.

i) Es gilt E(Y?|G) = E(Y|G) P|G-f.s., und daher E(Y?) = E(Y).

ii) Sei f : R — R eine konvexe Funktion, fir die E(f(Y)) existiert. Dann
folgt E(f(Y)) < E(f(Y?)), d.h. Y ist kleiner als Y,” in ,conver order.

Fiir den Spezialfall f,(y) =z Vy und f(y) = (y — E(Y))? erhiilt man speziell

Korollar 3.4
In der Situation von Lemma 3.3 gilt:

i) Fiir eine G-mefbare Zufallsgrife X folgt E(X VY|G) < E(X V Y?|G)
P|G-f.s., insbesondere E(X VY) < E(X VY}).

i) Var(Y) < Var(Y?), falls Var(Y) existiert.

Die Aussage von Korollar 3.4 7) wurde fiir den Spezialfall stochastisch unabhéngi-
ger Zufallsgrofien X, Y von Hill und Kertz bewiesen (vgl. [29]); ein allgemeiner
Beweis von 3.4 ¢) und 3.4 4i) befindet sich z.B. in [28] und [60].

Die Frage, wann in Korollar 3.4 i) Gleichheit gilt, 148t sich leicht beantworten:

Korollar 3.5 ([28], Korollar 2.4)
Unter den Voraussetzungen von Korollar 3.4 sind dquivalent:

i) P(Y € (a,b)) =0 oder P(X € (a,b)) = 0.

i) B(XVYI|G) = E(XVYYG) P|G-fs..
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Die Aussage von Lemma 3.3 4i) 1d8t sich in naheliegender Weise fiir stochastisch
unabhéngige Zufallsgrofien Y7, ..., Y,, und komponentenweise konvexe Funktionen
f:R"™ — R verallgemeinern. Die zugehorige Ordnung <.., wurde zuerst in [46]
eingefiihrt.

Definition 3.6
FEine Funktion f : R™ — R heifit komponentenweise konvex, wenn sie der
Bedingung

f(y17"'7yk—la)\yk+(1_)\)Zk>yk+l>"'7yn)
S )\f(yhvyn) + (1_)\)f(yh"'ayk—lazkayk-i-la"'7yn)

fir alle k € {1,....n}, Y1, ooy Yn, 21, -, 2n € R und X € (0,1) gendigt.

Lemma 3.7

Seien Y = (Y1,...,Y,) und Y2 = (Y2, ., Y!r) Zufallsvektoren auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, P), wobei Yab: fir k =1,...,n ein Balayage von Y}, sei
mit —oo < ag < by < 0o. Weiter sei f : R™ — R komponentenweise konvexr mit

existierendem E(f(Y1,...,Y,)). Dann gilt:

a) Sind sowohl Yi,....,Y, als auch Yabll,...,Yabg stochastisch unabhdngig, so
folgt E(f(Y1,...Yy,)) < E(f(Yhr,..,Y), dh. Y ist kleiner als Y2 in
,componentwise convex order”, kurz Y <... Y2 (vgl. [49], Def. 3.6.1).

b) Sind fir ein k € {1,...n — 1} sowohl (Y1,...,Yy),Yei1,...,Y, als auch
(Y7, ...,Yk),Yab:jf, ..., Y stochastisch unabhingig, so folgt

an

E(f(Y1, -, Y)Y, -, Ya)) < B(f(Va, ., Vi, Y0 Yor) (Y, o, Vi)

ag41?

Plo(Yy, ..., Yy)-f.s..

Beweis: Gemi Lemma 3.3 i) ist Yj kleiner als Y* in konvexer Ordnung,
k=1,...,n,so daB aus Theorem 3.6.3 in [49] die erste Ungleichung folgt.
Teil b) folgt nun aus a) durch Faktorisierung.

0
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3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit dichotomen Faktoren

3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit
dichotomen Faktoren

Um die Balayage-Technik zur Ermittlung oberer Schranken fiir Preise von Finanz-
derivaten anwenden zu konnen, wird in diesem Abschnitt zusétzlich angenommen,
daB im zugrundeliegenden Aktie/Bond Modell d; > 0 und u; < oo gilt, i = 1,...,n.
Weiter seien Y7, ..., Y, Zufallsgroflen auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeits-
raum (X, A, P) mit PO-Yn) = P, .

Fiir = (g1, -y ) Ei&(di,ui) und Ay > 0 sei schliefflich

A; = Ay H2:1 Zr, 0 <i<mn, wobei Zi, ..., Z, stoch.
Zh =< A = (Ai)o<i<n : unabhingige Zufallsgrofen auf (X, A, P) sind, und
Zy. [dg, ug)-wertig ist mit Ep(Zy) = g, k=1,...,n

die Klasse aller multiplikativen Aktienpreisprozesse mit stochastisch unabhéngi-
gen Faktoren und vorgegebenen Driftparametern py, ..., fiy,.

Falls P, = Q;_, P gilt (mit , ..., 7, als Koordinatenprojektionen), und daher
Y1, ..., Y, stochastisch unabhéngig sind, so ist der Aktienpreisprozel des Aktie/
Bond Modells ein Element von

Daher wird nun untersucht, unter welchen Voraussetzungen er extremale
n

Eigenschaften in dieser Klasse aufweist. Fiir p G,Xl(di,ui) beinhaltet die Klasse
1=

21, offensichtlich den Aktienpreisprozef3

D= (Ao, AcZr, ... A [ [ Z0)
=1

des dufSeren Binomialmodells, dessen Faktoren stochastisch unabhéngig sind
mit

~ —d N
P(Zkzuk)zﬁzl—P(Zk:dk), k=1,..n. (%)

Es zeigt sich, dafl er ,worst case scenarios” (vgl. [61], Seite 2) in dieser Klasse
liefert:
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Satz 3.8
Bezeichne D den Aktienpreisprozef des dufleren Binomialmodells aus Z§. Dann
qgilt:
E D;) = E A
VB D) = g Prige A
d.h. der Aktienprezsprozej} des Binomialmodells maximiert den zu erwar-
tenden mazimalen Aktienpreis in 2.

ii) Ep(min D;) = min Ep( min A4;).

0<i<n A ezl‘; 0<i<n
E D; — D;) = E A; — A,
iii) Ep( max 0m1<nn i) = /rlneag p( Tax Omm i),
d.h. der Aktzenprezsprozeﬂ des Binomialmodells besitzt die maximale zu
erwartende Spanne in Zp.

iv) Varp(D;) = max Varp(4;), 1 <i<n,
Aezg
d.h. der Aktienpreisprozefs des Binomialmodells besitzt die mazimale Vari-

i ZH
anz m Zp.

Beweis: Fiir (A;)o<i<n € Zp erhélt man

~ i —d; 1
P(Z;=w;) = g - / i
u; — d; u; — d; {Z;€ld;,uq]}
und 1
~ U; — W4
P(Z,=d;,) = - / oAb
=4 = 0=a = w=a e %

d.h. Z; ist ein Balayage Zy' von Z; (vgl. Kapitel 2 von [28] bzw. Bemerkung 3.2).
Teil i) ergibt sich nun durch Anwendung von Lemma 3.7 auf die komponenten-
weise konvexe Funktion f(xy,...,2,) = maxo<i<n Ao HZ:1 xy, und Teil i7) folgt
aus 1) mit ming<;<, A; = —maxo<i<n(—A4;). Die Aussagen i) und i7) liefern die
Behauptung éii). Teil iv) erhdlt man schlieBlich analog zu Teil ¢) mit Hilfe der
Funktionen f;(xy, ..., ) = (Ao [[oey @k — Ao [y p)?, i = 1, ..., 1.

O

Ein alternativer Beweis von Satz 3.8 befindet sich in [58].

Um eine weitere Extremaleigenschaft des d&ufleren Binomialmodells aufzuzeigen,
werden nun zunéchst einige Definitionen fiir die Relation ,eine Zufallsgrofie X
ist riskanter als eine Zufallsgrofle Y angegeben. Diese beruhen auf den Artikeln
[54] und [55] von Rothschild und Stiglitz.
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3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit dichotomen Faktoren

Definition 3.9 (vgl. [54] und [49], Def. 1.5.1)
Seien X und Y beschrinkte Zufallsgrifien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(X, A, P). Dann definiert man:

i) Y is equal to X plus noise” (kurz X <,, Y) genau dann, wenn eine
beschrinkte Zufallsgrofie Z existiert mit Ep(Z|X) =0 P-f.s. und

Y ~X+Z.

ii) Ohne FEinschrankung seien X und Y [0,1]-wertig. Die Funktion S(x) :=
FY(x) — FX(x) sei definiert als Differenz der Verteilungsfunktionen von X
und Y, und es sei T(y) := [ S(x)dx. Sind die Bedingungen

i) EpX = EpY,
i) T(1) =0 und
i) T(y) >0 firalle0<y<1

erfillt, so gilt Y has more weight in the tails than X “ (kurz X <, Y ).

ii1) Ein Marktteilnehmer mit konkaver Nutzenfunktion wird als risikoaversiv
bezeichnet. Falls

Ep(f(X)) = Ep(f(Y))

fiir alle konkaven Funktionen f erfillt ist, dann gilt ,every risk averter
prefers X toY “ bzw. ,X is smaller then'Y in convez order” (kurz X <., Y ).
Insbesondere besitzen X und Y dann denselben Erwartungswert.

iv) X heifit weniger riskant als Y im Sinne der ,mean-variance analysis* (kurz
X < Y) bzw. Y has a greater variance than X ¢, falls gilt:

EpX = EpY und VarpX < VarpY.

Satz 3.10 ([54], [26])

a) Die Relationen <,,, <, und <. erzeugen eine partielle und <,,, eine
totale Ordnung auf der Menge aller Zufallsgroffen auf (X, A, P), die
beschrinkt sind und denselben Erwartungswert besitzen.

b) Die von <p,, <, und <., erzeugten partiellen Ordnungen stimmen tiberein
und implizieren <,,,. Aus <., ldifit sich jedoch nicht auf eine der ersten
drei Ordnungen zurickschlieffen.
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

In den Arbeiten von Rothschild und Stiglitz wird mit .Y is a mean preserving
increase in risk with respect to X“ dariiberhinaus eine weitere Definition von
grofferem Risiko vorgestellt; die von dieser Relation erzeugte partielle Ordnung
stimmt wieder mit <,,,, <,; und <, iiberein. Die rationale Erklérung von Roth-
schild und Stiglitz fiir dieses Konzept bestand darin, daf§ ein ,mean preserving
spread” Masse vom Zentrum zu den Flanken verschieben sollte. Diese Interpre-
tation hat sich jedoch geméB Arbeiten von Landsberger und Meilijson (vgl. z.B.
[40]) als falsch herausgestellt, weshalb auf dieses Konzept in Definition 3.9 und
Satz 3.10 nicht ndher eingegangen wurde. In [40] wird mit ,,Y" is a mean preser-
ving increase in risk about v of X“ ein alternativer (und restriktiverer) Ansatz
vorgestellt, welcher zu verschérften Versionen der Konzepte von Rothschild und
Stiglitz dquivalent ist (vgl. auch [62], S. 356 ff.). Eine allgemeinere Theorie zum
Vergleich von Risiken, in der die Ansédtze von Rothschild und Stiglitz sowie von
Landsberger und Meilijson vereint werden, wird in [47] vorgestellt. Allerdings ist
dieses Konzept genauso wie das von Landsberger und Meilijson zu restriktiv, um
fiir die hier behandelte Problemstellung Anwendung zu finden, so daf§ im folgen-
den nur die in 3.9 vorgestellten Definitionen betrachtet werden.

Aus Definition 3.9 und Satz 3.10 erhilt man nun weitere Extremaleigenschaften
von Modellen mit dichotomen Faktoren:

Satz 3.11
Seien Zy, ..., Ly, Z1y ooy Zn, Zufallsgrofien auf (X, A, P), wobei fur i = 1,..
Z; |dy, ui]-wertig und Z; {d;, u; }-wertiq sei sowie Ep(Z;) = Ep(Z;) = p; € (d;, )

gelte. Weiter sei A = (Ag, AgZ1, ..., Ao ]\, Z;). Dann gilt:

a) Sind sowohl Zy, ..., Z, als auch 2\1, e 2n stochastisch unabhdngig, so sind
die Komponenten von A nicht riskanter als die von

g = (A, AOZ\h Ao H 2)
i1

im Sinne der Definitionen 3.9 i)-iv).

b) Sind fir ein k € {1 ,n — 1} sowohl (Zy,...,7Zy), Zys1, -, Zn als auch
(Z1, .oy Z,), Zk+1, . Z stochastz’sch unabhdngig, so sind die Komponenten
von A nicht mskanter als die von

k k
%\:(AmAOZla--'7AOHZk>A0HZk'/Z\k+17-- AOHZk H Z

j=1 j=1 j=k+1

im Sinne der Definitionen 3.9 i)-iv).
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3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit dichotomen Faktoren

Beweis: Gemafl Satz 3.10 geniigt es zu zeigen, dafB fiir jedes m € {1,...,n} und
fiir jede konvexe Funktion f die Ungleichungen Ep(f(A.,)) < Ep(f (gm)) und
Ep(f(An)) < Ep(f(*,,)) erfiillt sind. Dies folgt aber sofort aus Lemma 3.7, da
die Funktion g(yi, ..., yn) = f(Ao [[;—, v;) komponentenweise konvex ist.

0

Ein alternativer Beweis dafiir, dafl ein Produkt von beschrinkten Zufallsgrofien
nicht riskanter ist als das Produkt von deren Balayages im Sinne von ,,equal to
plus noise“, befindet sich z.B. in [66].

Laut Satz 3.11 besitzt also das &uflere Binomialmodell die riskantesten Kompo-
nenten in der Klasse Zj im Sinne von ,risk aversion“, ,equal to plus noise®,
,weight in the tails“ und ,mean-variance analysis“. Weiterhin gilt fiir jeden
Preisproze A € Z}, und jeden Handelszeitpunkt k& € {1,...,n — 1}, daB durch
Ersetzen der restlichen n — k Faktoren durch Balayages, welche vom Vektor der
ersten Faktoren und voneinander stochastisch unabhéngig sind, ein Preisprozef3
mit mindestens genauso groflem Risiko konstruiert wird.

Dies fiihrt zu der Vermutung, daf§ bei den in diesem Kapitel betrachteten Model-
len fiir eine Vielzahl von Optionen das zu erwartende Risiko zu jedem Zeitpunkt
k nicht grofler ist als in einem Modell, dessen restliche Faktoren voneinander und
vom bisherigen Verlauf stochastisch unabhéngig und dichotom sind; insbesondere
sollte das zu erwartende Risiko zum Anfangszeitpunkt nicht gréfier sein als im
duBeren Binomialmodell. Die Bestatigung liefert das folgende Theorem:

Theorem 3.12

Seien Y1, ..., Yo, Y, Yy Zufallsgrofen auf (X, A, P), wobei Y; [d;, u;]-wertig
sei mit Ep(Y;) = Ep(Yy') = i, 1 < i < n. Weiter sei Y fir jedes i ein
Balayage von Y;, und es seien Y, ..., Y, stochastisch unabhdingig. Schlieflich
bezeichne fir k € {1,....,n—1} und Ay > 0

A= ATy Z;, 0<i<mn, wobei Z; =Y i=1,..k,
Zp(Y1,... o) = A Z; [di,u;)-wertig mit Ep(Z;) =, t =k+1,...,n, und
(Y1, .., %), Zki1, ..., Zy stochastisch unabhdingig

die Menge der Preisprozesse, deren erste k Faktoren durch Y7, ..., Y. gegeben sind,
und deren restliche n — k Faktoren voneinander und von (Y1, ..., Yy) stochastisch
unabhdngig sind, und es sei

k k k n
D= (Ag, AoVis oo Ao [ Vi Ao T Vi Vit s A T Vi T V).
=1 =1 =1

i=k+1
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Dann gilt:
i) Zum Zeitpunkt 0 werden die zu erwartenden Risiken einer
a) europdischen Option,
b) arithmetischen asiatischen Option,

¢) Lookback Option

mit konvexer Auszahlungsfunktion f in der Klasse Z% durch den Preispro-
zef8 °D = (Ao, AoYy!", ..., Ao [T\, Yy") des duferen Binomialmodells mazi-

miert, d.h.
o) Ep(f("Dn)) = max Ep(f(An)),
1 < -
b) Beiy D FCD0) = s Br(y 3 £(4))

max f(A;)).

¢) Er(gax fD:)) = max Ep(max
Betrachtet werde ferner eine amerikanische Option mit konvexer Aus-
zahlungsfunktion f (d.h. es gelte C; = f(A;) firi=1,...,n). Falls entweder
f isoton und die Drift jedes Aktienpreisprozesses aus Zp positiv ist (d.h.
wi > 1Yi) oder f antiton und die Drift jedes Aktienpreisprozesses aus Zh,
negativ ist (d.h. pu; < 1¥1i), dann wird zum Zeitpunkt 0 das zu erwartende
Risiko dieser Option durch den PreisprozefS des dufleren Binomialmodells
maximiert:

sup Ep(f ("Dy)) = max sup Ep(f(A-)).

éezl‘; r

ii) Sind fir einke{l,...,n} (Y1, ..., Yk),Y;Zi’:l, ..., Y™ stochastisch unabhingig,
dann sind die zu erwartenden Risiken der in i) betrachteten Optionen
in einem Modell mit Preisprozeff "A € Zh(Yi,...,Yy) nicht gréfer als
die zu erwartenden Risiken im Modell mit Preisprozefs k’Q, d.h. es gilt

Plo(Y1, ..., Yi)-f.s.
a) Ep(f(*Dn)|(Y1, ... Yi)) = Ep(f(4,)|(Y1, .., Y2)),
b) Ep(iig Ximo f("Di)|(V1, . Ya)) = Ep(7 2, f (M) (Y, .., Vi),

c) Ep(orgzag};f(kDi)KYl, . Y3)) > Ep(max f(*4,)|(Y1, ..., Yz)).

0<i<n
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3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit dichotomen Faktoren

Fiir eine amerikanische Option mit konvexer isotoner (bzw. antitoner) Aus-
zahlungsfunktion f erhdlt man bei positiver (bzw. negativer) Drift der
Aktienkurse aus Z5(Y1, ..., Yy) in den Zeitpunkten k + 1,...,n, daf$ das zu
erwartende Risiko im Modell mit Preisprozef ¥ € Z{(Yy,...,Yy) nicht
grofler ist als das zu erwartende Ristko tm Modell mit Preisprozef kQ: d.h.
es gilt Plo(Yy, ..., Yy)-f.s.

sup Ep(f(*Dyp)|(Y1, ..., i) > sup Ep(f("A,)|(Y1, ..., Yz)).

b>k >k

Beweis: Die Maximaleigenschaften von °D bzw. *D fiir die in a),b) und c)
betrachteten Optionen ergeben sich direkt aus Lemma 3.7 bzw. Satz 3.11.

Beziiglich der amerikanischen Option sei zunéchst angemerkt, dafl im Falle p; > 1
(bzw. p; < 1) fiir alle i > k der ProzeB (*y,...,",) ein Submartingal (bzw.
Supermartingal) beziiglich F = (Fy, ..., F,,) bildet, wobei F im Fall £ = 0 durch
die von den Faktoren 71, ..., Z,, erzeugte kanonische Filtration und im Fall £ > 1
durch (U(Y'l, o Ye),o (Y1, o Y, Zii),y oo, o(Yay ooy Yiey Zieias oo, Zn)) gegeben sei.
Die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte (vgl. z.B. [19], Seite
184) liefert daher fiir i € {k,....,n — 1}

Ep(f(Ain)|F) = f(Ep(Ain|F)) = f(A;)  P-fs.,

d.h. (f(*;))r<i<n bildet ebenfalls ein Submartingal beziiglich F. Definiert man F;
fiir eine Stoppregel 7 als o-Algebra der 7-Vergangenheit, so ergibt sich aus dem
Optional-Sampling-Theorem (vgl. z.B. [2], Seite 143) mit 7 < n die Ungleichung

Ep(f(*,)|F.) > f(*A,) P-fs..

Weiterhin erhdlt man fiir £ € {0,...,n — 1} und eine Stoppregel 7 mit 7 > k
die Inklusion Fj, C F,, und aus der Iterationsregel fiir bedingte Erwartungswerte
sowie Aussage ia) bzw. iia) ergibt sich P|Fj-f.s.

sup Ep(f("4:)|F) < Ep(f(*4,)|Fk)

>k

IN

Ep(f(*Dn)|F)

sup Ep(f (“De) | Fi)-
b>k

IA
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Beispiel 3.13
Die Aussage von Theorem 3.12 gilt insbesondere fiir

i) europdische Call- bzw. Put-Optionen,

ii) amerikanische Call-Optionen im Falle positiver Drift und amerikanische
Put-Optionen im Falle negativer Drift des Aktienpreisprozesses,

ii1) Lookback Call-Optionen mit festem Ausibungspreis K, d.h.
— _ Kt
g, ) = g (e = T
iv) Lookback Put-Optionen mit beweglichem Ausiibungspreis, d.h.
max f(Ax) = max (Ak A,).

0<k<n 0<k<L

Bei Betrachtung von Theorem 3.12 liegt die Vermutung nahe, dafl der Preisprozefl
9D des duBeren Binomialmodells in der Klasse Z% (bzw. der Preisprozef *D in
der Klasse Z5(Y1, ..., Y%)) nicht nur die riskantesten Komponenten im Sinne von
y,convex order®,  equal to plus noise“, ,more weight in the tails“ und ,mean-
variance analysis® besitzt, sondern sogar am riskantesten in ,,componentwise
convex order” ist, d.h.

EP(f(OQ))Zjﬂapr(f(é)) und  Ep(f("D)) = max  Ep(f(4))

Aezh Me Zh (N1, Y5)

fiir jede komponentenweise konvexe Funktion f. Diese Aussage ist jedoch nur fiir
k = n — 1 richtig:

Lemma 3.14
In der Situation von Theorem 3.12 ist kZN) genau dann am riskantesten in der
Klasse Z5(Y1, ..., Yy) in ,componentwise convex order®, wenn k =n — 1 gilt.

Beweis: Sei " = (Ag, AoYh, ..., Ao [ 112 ly,. 7 n) € Zp(Y1, ..., Y1) und f eine
komponentenweise konvexe Funktion. Dann folgt mit Lemma 3.3

Ep(f("4)) = Ep(Ep(f(Ao, Aoy, ..., AOH% ) o (Y1, ..., Yo 1))

< EP(EP(f(AO,Aoyl,-- AOH% Y“” lea'-wal))

= Ep(f("'D)).

Fiir k£ € {0,...,n — 2} betrachte man die komponentenweise konvexe Funktion

Felzo ) = ‘$k+2‘ -exp( Th41 )
y eyl AO A I—ij-lluZ
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3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit dichotomen Faktoren

sowie den Aktienpreisprozefl
k k
%:(A07A0}/17“"A0HY7;)A0H}/;'Zk;+1,-. A()HY H Z
i=1 i=1 ikl

aus Z5(Y1, ..., V) mit Zpy1 = pug1. Wegen

k
Z K3
EP(f’“(%)) = Ep(Zk2 - g1 Y; - exp( %)
+
i=1

k

YR i
= Mk+2EP<EP<Zk+1 : H% - exXp ( — ICJF[TW)) o (Yl, ,Yk))
i=1 i=1 Wi

und

Yt Ty
EP(fk(klN)>> = pr2Ep (EP< dkk+11 | | Yi - exp kJrli[kJrl u* )) o (Yi, ,Yk))
i=1

reicht es fiir den Beweis der Ungleichung Ep(f(*4)) > Ep(f(*D)) zu zeigen, daf

u k
Zyer - [Ty i u Vi Tl v
E(Z . exp ——’)>E<Y’““-exp _ )
P ( T1:) ) P e ( 1w )

fir alle (yq, ..., yr) Gigl[di,ui] gilt. Mit

- Hf:l yl)
Hfill Wi

Iy, yk)($) =X eXp ( -
1aBt sich dies schreiben als

9y, yk)(/j’kJrl) > D1 9(yrse.., yk)<dk+1> + Pursir” Yy, yk)<uk+1) (**)

.. k . —d .
fir alle (y1, ..., yx) €i>:<1[di, w;], wobei py, ., =1—pa,,, = % sei.
Da fiir A > 0 die Funktion hy(x) = xe™* auf dem Intervall (—oo, %) streng
konkav ist wie man leicht mit 2”(z) = (\2z — 2X)e™* einsieht), ist g, .4 (@)

fir z < —Q#Z und damit insbesondere auf dem Intervall [dy.q,ugi1] streng
i=1 I

konkav. Hieraus ergibt sich direkt (%), womit *D folglich nicht am riskantesten
in Z5(Y1,...,Y;) in ,componentwise convex order® ist.
]
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Satz 3.11 und Theorem 3.12 zeigen, dafl Modelle mit stochastisch unabhéngigen
und dichotomen Faktoren ,, worst case scenarios® liefern und daher bei der Risiko-
bewertung , konservative® Eigenschaften fiir den Herausgeber von Optionen mit
konvexen Auszahlungsfunktionen aufweisen. Eine erste ¢konomische Folgerung
konnte wie folgt aussehen:

e Der Preis der in Theorem 3.12 betrachteten Optionen sollte isoton vom
zugehorigen erwarteten Risiko abhédngen. Im Einklang mit dem von Neu-
mann - Morgenstern Axiom des erwarteten Nutzens (vgl. [65]) sollte die
Bank zur Bewertung der Option daher das Modell mit dem grofiten zu
erwartenden Risiko (d.h. dem hochsten zu erwartenden Nutzen der Aus-
zahlungsfunktion) heranziehen. Dabei wird der zu erwartende Nutzen die-
ser Option in einem Modell mit Aktienpreisproze8 (Ag, AgYi, ..., Ao [[, Vi)
aus Zp zu jedem Zeitpunkt k£ dadurch maximiert, dal man die restlichen
Faktoren durch Balayages Ydi’j:l, .., Yy ersetzt, welche voneinander und
von der Aktienkursentwicklung bis zum aktuellen Zeitpunkt stochastisch
unabhéngig sind. Daher sollte der Preis in k£ nicht gréfler sein als der Preis
im Modell mit Aktienpreisprozef3

k k k n
(Ao, A [ [V A [T Vi Yoot A [ T Y- T V)
=1 =1 1

i=k+1

1=

e Da zu einem festen Zeitpunkt k£ der Aktienpreis A, bekannt ist, kann zu
diesem Zeitpunkt in Modellen mit dichotomen Faktoren Yy 4, ..., Y, fiir jede
der in Theorem 3.12 betrachteten Optionen eine Handelsstrategie bestimmt
werden, welche sie fiir die Restlaufzeit absichert, d.h. es 148t sich ein fairer
Preis bestimmen. Dieser ist insbesondere unabhénig von (fi41, ..., fn)-

e Legt man als Bewertungs- bzw. Preiskriterium fiir diese Optionen also das
zu erwartende Risiko zugrunde, so sollte der Ausgabepreis in jedem Modell
mit Aktienpreisprozefl aus

Zp = Z8
P Un P
(lqu,...,,LLn)e‘>_< (di7ui)
=1
nicht grofler sein als im &dufleren Binomialmodell. Weiterhin sind in einem

Handelszeitpunkt k& € {1,...,n—1} die Faktoren Y7, ..., Y} bekannt. Der Preis
der Optionen in k sollte daher in jedem Modell mit Aktienpreisprozefl aus

Zp(Vi, . V) = U Z}(DEP(Yl),.‘.,EP(Yk)vl-LkJrl,...,#n)(}/17 oY)

yeestin)E X d;u;
(Nk+1 Hn) P> k+1( i Uz)

nicht gréfer sein als in demjenigen Modell, dessen restliche Faktoren von

(Y1, ..., Yy) und voneinander unabhéngige Balayages qu“;’j:l, oy Yy sind.
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3.2 Extremaleigenschaften von Modellen mit dichotomen Faktoren

An dieser Stelle sei angemerkt, daf§ die durch die Forderung d; = min supp(P}?) <
1+7r; <wu; =supsupp(PY),i=1,... nimplizierte Arbitragefreiheit der Modelle
mit Aktienpreisprozeff aus Zp fiir die Giiltigkeit von Satz 3.11 und Theorem
3.12 nicht notwendig ist. Mit ihrer Hilfe kann jedoch eine weitere 6konomische
Folgerung angegeben werden:

Korollar 3.15
Gegeben sei ein Aktie/Bond Modell mit Aktienpreisprozefs

A = (A, AoY1, ---;AOHYi) € Zp.

=1

Fiir die in Theorem 3.12 betrachteten Optionen seien die Auszahlungen zusdtz-
lich nicht-negativ. Dann sind alle arbitragefreien Preise, welche mit Hilfe von
dquivalenten Martingalmaflen aus der Menge

berechnet werden, nicht gréfer als die eindeutig bestimmten fairen Preise dieser
Optionen im dufleren Binomialmodell.

Beweis: Jeder arbitragefreie Ausgabepreis der in Theorem 3.12 betrachteten
Optionen entspricht geméafl Satz 1.16 bzw. Satz 1.22 dem zu erwartenden Risiko
ihrer Auszahlungsfunktionen unter einem &quivalenten Martingalmafl, wobei
gemafl dem ersten Fundamentalsatz der Preistheorie die Menge P der dquiva-
lenten MartingalmafBle nicht-leer ist. Korollar 3.15 folgt daher aus Theorem 3.12,
indem man p = (14 174,...,1 4+ r,) wihlt.

0
Bemerkung 3.16

Aus A € Zp folgt nicht nur P # (); vielmehr ergibt sich hieraus fiir jedes

(vgl. Bemerkung 4.44) wird sich dariberhinaus zeigen, daf im Fall P, ~ Q). P
fiir die in Theorem 3.12 betrachteten Optionen mit Auszahlunsprozeff C folgende
Gleichungen gelten:

sup EQ(Z a;C;) = sup EQ(Z a;Cy),
i=1

QeP QP im
sup sup Eg(a,C;) = sup sup Eg(a,C),
QeP Te€T er T€T

d.h. die Aussage aus Korollar 3.15 tbertrigt sich auf alle arbitragefreien Preise.
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

Zusammenfassend ist damit also gezeigt worden, dafl Binomialmodelle bzw. all-
gemeiner Modelle, bei denen die Faktoren vom ,,aktuellen® bis zum terminalen
Handelszeitpunkt dichotom und unabhéngig sind, konservative Eigenschaften fiir
die Bewertung des Risikos von einer Vielzahl von Optionen besitzen sowie obere
Schranken fiir eine Reihe von arbitragefreien Preisen liefern.

3.3 Extremaleigenschaften von Modellen mit
deterministischen und dichotomen Faktoren

Anhand der Abschétzung des zu erwartenden Risikos fiir Modelle mit beschrank-
ten Faktoren ist es im letzten Abschnitt gelungen, fiir eine Vielzahl von Optionen
Schranken anzugeben, welche deren Preise unter 6konomischen Aspekten nicht
iiberschreiten sollten. Fiir die Berechnung dieser oberen Schranken war die
Beschranktheit der Tréger der Faktoren eine essentielle Voraussetzung, und die
Lage der maximalen und minimalen Elemente lieferte die entscheidenden
Informationen.

In diesem Abschnitt sollen durch analoge Uberlegungen entsprechende untere
Schranken berechnet werden. Hierbei wird nicht die Lage von sup supp(PY)
und min supp(PY?), sondern die Region in der ,Nihe“ des Erwartungswertes
EpZ; die entscheidenden Informationen liefern. Daher wird auf die Forderungen
sup supp(PY1) < oo und min supp(PY) > 0 fiir alle i € {1,...,n} verzichtet und
eine verallgemeinerte Definition von ,,Y" ist riskanter als X “ fiir nicht notwendiger-
weise beschriankte Zufallsgrofien angegeben. Die Existenz der Erwartungswerte
EX und EY ist hierbei eine unverzichtbare Voraussetzung (vgl. [49], Seite 16:
,Indeed, any attempt to generalize the idea of variability order to random
variables with non-existing means leads to serious difficulties, see, for example,
Elton and Hill (1992) ([23]).¢

Eine geeignete Formulierung befindet sich z.B. in [62]:

Definition 3.17 (vgl. [62], Seite 357)
Seien X und Y integrierbare Zufallsgrofien auf einem W-Raum (X, A, P).
a) Falls integrierbare Zufallsgrifien X undY auf (X, A, P) existieren mit
i) X ~ X,
i) Y ~Y,
iii) Ep(Y|X)=X P-fs.,

so gilt Y s equal to X plus noise.”
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3.3 Extremaleigenschaften bei deterministischen und dichotomen Faktoren

b) Falls die Ungleichung E(f(X)) < E(f(Y)) fir alle konvexen Funktionen f
erfillt ist, fir die E(f(X)) und E(f(Y)) existieren, so gilt ,X is smaller
than Y in convex order®.

¢) Sei S(z) := FY(z) — FX(z) die Differenz der Verteilungsfunktionen und
T(y) :== [Y_S(z)dz. Falls T(y) > 0 fiir allet € R und lim, .o T(y) = 0
ist, so gilt )Y has more weight in the tails than X “.

Die Aussage von Satz 3.10 iibertréagt sich auf den allgemeinen Fall:

Satz 3.18 ([62], Theorem 12.C.5)
Die Bedingungen aus Definition 3.17 sind dquivalent.

Die Aquivalenz von a) und b) in Definition 3.16 ist eine Erweiterung des Theorems
von Strassen (vgl. [64], Theorem 11); dieses wird in [62] beim Beweis der Aussage
von Satz 3.18 als Theorem 2.A.3 zitiert (aber nicht vollstdndig bewiesen). Ein
konstruktiver Beweis von Strassens Theorem befindet sich z.B. in [9], eine deutlich
einfachere Variante (die zugleich einen effizienten Algorithmus zur Bestimmung
von Y liefert) in [48].

Mit denselben Techniken wie im letzten Abschnitt 148t sich nun nachweisen, dafl
fir p = (p1, .., ftn) € (0, 00)™ unter allen Modellen, deren Preisprozef ein Element
von

I . (A)ycion A = AQ szl Z}, mit .Zl’ ..., Zp stoch. unabh. und
P ~ == Zy > 0 int. bzgl. P mit Ep(Zy) = ux, k=1,...,n

ist, im Modell mit deterministischen Faktoren (171, o ?n) = ({15 -ey fln)

e die Komponenten des Aktienpreisprozesses jeweils das kleinste Risiko im
Sinne von Definition 3.16 besitzen und

e das zu erwartende Risiko aller in Theorem 3.12 behandelten Optionen
minimiert wird.

Wahlt man speziell ¢ = (1 + rq,...,1 4+ r,), so erhilt man, daf§ in jedem
arbitragefreien Modell mit echt positiven und stochastisch unabhéngigen Fak-
toren Y3, ..., Y, alle mit Hilfe von dquivalenten Martingalmaen Q1Y) ¢ P
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

berechneten arbitragefreien Preise der in Theorem 3.12 vorgestellten Optionen
nicht kleiner sind als ihre fairen Preise im deterministischen Modell mit Faktoren
1+7r,..., 1471,

Dieses Ergebnis 148t sich durch das Einbringen weiterer Informationen {iber die
Tréger der Faktoren u.U. noch verbessern. Ist ndmlich (1 4 rq,...,1 + 7,) kein
Tréigerpunkt, d.h. existiert ein j € {1,...,n} mit supp(P*) C [0,d;] U [u;, c0)

fiir gewisse d; < 1+ r; < u;, so konnen groflere untere Schranken fir die zu

j Y
erwartenden RlSlken gefunden werden.

Satz 3.19
Seien piy, ..., 1 € (0,00), J C {1,.. n} und d; € (0, ;) sowie u; € (p;,00)
fir 7 € J. Weiter sez’en Yy, .. ,Yn,Yl,.. Y, Zufallsgroﬁen mit EP(Y) = 1
firl<i<n, P% = 7& Oy, + g . '54j und supp(Pa’) C C [0,d,] U [u;,00) fiir

J

jeJ sowie PP = O, und supp(Pw ) [0,00) fiirj ¢ J.

a) Sind sowohl Y1, ..., Y, als auch ?1, ,}A/n stochastisch unabhdngig, so sind
die Komponenten von A = (Ao, AoYh, ..., Ao [ [}, Yi) nicht riskanter als die
von A = (Ao, AY1, ..., A [, Y;) im Sinne der Definitionen 3.17 a), b)
und c).

b) Sind fir ein k € {1,...,n — 1} sowohl (Y1,...,Yy),Yei1,..., Y, als auch
(Y1, .., Yi), Yer1, ..., Yy, stochastisch unabhingig, so sind die Komponenten
von

1= (Ao, A, ..., AOHK,AOHY Yietts oo, AOHY H Y:)

=1 i=k+1

nicht weniger riskant als die von A = (Ag, AY1, ..., Ao [, Yi) im Sinne
der Definitionen 3.17 a), b) und c).

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dafl 37 fir jedes j € {1, ...,n} kleiner ist als Y; in
,convex order®. Sel dafir f: R — ]R eine konvexe Funktlon mit ex1st1erendem
Ep(f(Y;)). Falls P¥ = = 6, so folgt aus der Jensenschen Ungleichung direkt

Ep(f(Y;)) > f(Ep(Y))) = f(u) = Ep(f(Y})).

Gelte nun P¥ = Ldj +Ou, + — + Oa, -
Auf der Menge {Y gé ( d;, ])} erhélt man aufgrund der Konvexitét von f

106



3.3 Extremaleigenschaften bei deterministischen und dichotomen Faktoren

FVi () > f(ﬁi). - i;(dj) Yiw) + f(dj)ij. - g@j)c_ij‘
Damit folgt

A e e ey
_ f(yi). — (];(C_Zj> (Y + f(dj)i]:g@j)c_lj
_ f<gj) _ f(d]> R f(dj)@j - f(@j)dj
g4 ’ u; —d;
= fly) BT gy BT
= U u, _Qlj a; u, _dj
= Ep(f(Y))).

Sind nun sowohl Y3, ..., Y, als auch 1?1,.. }A/ stochastisch unabhéngig, so ist
(Yl,. ,Yn) geméB Theorem 3.6.3 in [49] kleiner als (Y3, ...,Y,) in ,component-
wise convex order“. In der Situation von b) erhélt man fiir eine komponenten-

weise konvexe Funktion ¢ mit existierendem FEp(g(Y7, ...,Yk,?kﬂ, ,?n)) und
Ep(g(Y1,...,Y,)) durch Faktorisierung
Ep(g(Yi, oo, Yie, Vi1, ooy Y)| (Y1, oo, Y2)) < Ep(g(Yi, oo, Y)|(Yi, oo Vi)
Plo (Y3, ..., Yy)-f.s., woraus
Ep(g(V1, ..., Ye, Y1, . o)) < Ep(g(Y3, ...,

n))
folgt. Fiir eine konvexe Funktion f mit existierendem Ep(f(A,)) und Ep(f(A4,))
bzw. Ep(f(*,)) ist schlieBlich g(yi,...,yn) == f(Aq IT-, vi) komponentenweise
konvex, so daB sich Ep(f(A,)) < Ep(f(An)) bzw. Ep(f(H,)) < Ep(f(4,))
ergibt.
U

Definiert man fir J C {1,...,n} und p = (u1, ..., fin) €%, (dj, u;)x Eéj(O,oo)

(wobei mit x wieder die ,richtige* Reihenfolge der Faktorenmenge gemeint ist)

die Menge

S8 = {(AO,Aozl, A [ 2) € 28 supp(P%) C [0,d,] U [, 00)Vj € j},
i=1

so legt Satz 3.19 nun die Vermutung nahe, dafl die zu erwartenden Risiken einer

Vielzahl von Optionen in Modellen mit Aktienpreisproze aus 7725 zum Zeit-

punkt k£ € {0,....,n — 1} durch einen Preisprozef minimiert werden, bei dem
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Kapitel 3: Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren

die restlichen Faktoren Zj,4, ..., Z, voneinander und von der bisherigen Aktien-
kursentwicklung stochastisch unabhéngig und entweder identisch ju;-wertig (fir
j ¢ J) oder {d;, u;}-wertig (fiir j € J) sind. Insbesondere sollten zum Anfangs-
zeitpunkt die zu erwartenden Risiken durch das innere deterministisch/dichotome
Modell minimiert werden, also durch dasjenige Modell, dessen Faktoren
stochastisch unabhingig und identisch p-wertig (fiir j ¢ J) oder {d;, u;}-wertig
(fiir j € J) sind. Mit analogen Methoden wie im Beweis von Theorem 3.12
erhélt man:

Theorem 3.20
In der Situation von Satz 3.19 seien Y1, ..., Y, zusdtzlich stochastisch unabhdngig.
Dann gilt:

a) Fir die in Theorem 3.12 betrachteten Optionen werden die zu erwartenden
Risiken im Zeitpunkt 0 in der Klasse 7Z% durch den Aktienpreisprozefs

(Ao, AgYr, ..., A [ [ V)
=1

des inneren deterministisch/dichotomen Modells minimiert.

b) Firenke{1,..,n} seien (Y1, ..., Yx), ?k+17 s Y, stochastisch unabhdingig.
Dann werden die zu erwartenden Risiken der in Theorem 3.12 betrachteten
Optionen zum Zeitpunkt k in der Klasse

A =121 Z;,0 < i <, wobei Z; =Y;,i <k,
8, ... ) =< A ’
gZp(V1,.. Yi) ~ " supp(P%) C [0,d,] U [u;,00) firie J,

(Y1, .., Y3), Zks1, ooy Zn stoch. unabhingig

durch den Aktienpreisprozefs

k k k n
(A())AO}/lv "'aAO HYi’AO H}/; . }/}k—‘rl) "-7A0 H}/; : H }//\;)
=1 i=1 =1 i=k+1

minimaiert.

Setzt man zusétzlich die Arbitragefreiheit der betrachteten Modelle voraus, so
erhédlt man analog zu Korollar 3.15 als 6konomische Folgerung untere Schranken
fiir eine Vielzahl von arbitragefreien Preisen von Optionen:
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Korollar 3.21
Betrachtet werde ein Aktie/Bond Modell mit stochastisch unabhingigen Faktoren
Y1, ..., Y,. Weiter sei

J:={je{l,..,n}:30<d;<1+r;<u;<oo mit supp(P,’) C [0,d,]U[u;,c0)}.

Fiir die in Theorem 3.12 betrachteten Optionen seien die Auszahlungsprozesse
nicht-negativ. Dann sind diejenigen arbitragefreien Preise, welche mit Hilfe von
Martingalmafen Q1Y) ¢ P berechnet werden, nicht kleiner als die eindeutig
bestimmten fairen Preise dieser Optionen im inneren deterministisch/dichotomen
Modell, d.h. im Modell, dessen Faktoren Yl, . Y stochastisch unabhdngig sowie

identisch 1+ 1; fiir j ¢ J und {d;, u;}-wertig fUT] € J sind.

Der Beantwortung der nun naheliegenden Frage, ob sich diese Ergebnisse auf alle

arbitragefreien Preise und auf Modelle mit nicht notwendigerweise stochastisch
unabhéngigen Faktoren iibertragen lassen, ist das néchste Kapitel gewidmet.
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Kapitel 4

Obere und untere Preise in
Aktie/Bond Modellen

In diesem Kapitel sei das zugrundeliegende Modell stets als arbitragefrei voraus-
gesetzt. Eine naheliegende Forderung bei der Bewertung eines Finanzderivates
besteht nun darin, dafl sein Preis weder fiir den Kéufer noch fiir den Verkaufer
einen risikolosen Profit ermoglichen sollte. Die Menge der arbitragefreien Prei-
se fiir Finanzderivate mit regelméfligen nicht-negativen Auszahlungen in einem
arbitragefreien Modell ist geméf Definition/Korollar 1.20 gegeben durch

{Eo(D" arCi)|Q € P, Eg(>_ auCy) < o}

k=1 k=1

Fiir amerikanische Optionen mit nicht-negtivem Auszahlungsprozef§ bilden die
arbitragefreien Preise gemafl Satz 1.22 ein Intervall mit den Endpunkten

a(C) :=inf sup Fg(a.C;) =sup inf Eg(a.C)
QEP €T 7€T QEP

und

a(C) := sup sup Eg(a,C;) = sup sup Eg(a,C;).
QEP 1T T€T QEP

Von besonderem Interesse sind folglich die Werte

inf Eg ZakC’k sup Eg( Zaka inf sup Eg(o,C), sup sup Eg(a,C;).
QeP Q€eP ] QeEP €T QeP €T

Bei Kenntnis dieser Grenzen oder zumindest von geeigneten oberen und unteren
Schranken fiir diese Werte erhélt man ein , grobes Einschatzungskriterium, ob
der Preis einer Option arbitragebehaftet ist.
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In Kapitel 3 wurde unter Verwendung der Balayage-Technik im Falle stochastisch
unabhéngiger Faktoren bereits bewiesen, dafl fiir Finanzderivate mit konvexen
Auszahlungsfunktionen die unteren Grenzen fiir alle mittels () € P berechneten
arbitragefreien Preise durch die fairen Bewertungen im inneren deterministisch/
dichotomen Modell und die oberen Grenzen im Falle beschrankter Faktoren durch
die faire Bewertung im duferen Binomialmodell gegeben sind. Dieses Ergebnis
soll nun auf alle arbitragefreien Preise und auf Modelle mit nicht notwendiger-
weise unabhéngigen Faktoren verallgemeinert werden. Als duales Problem zur
Berechnung der oberen (bzw. unteren) Grenzen aller arbitragefreien Preise eines
Finanzderivates wird sich dabei die Konstruktion einer superreplizierenden (bzw.
subreplizierenden) Handelsstrategie mit minimalen (bzw. maximalen) Anfangs-
kosten erweisen. Dies fithrt zum Konzept der oberen und wunteren Preise und
oberen und unteren Hedges.

4.1 Definition des oberen Preises

Die Grundidee des oberen Hedges und oberen Preises einer Option ist die Kon-
struktion einer geeigneten Handelsstrategie mit minimalen Anfangskosten, die
es dem Stillhalter ermoglicht, alle entstehenden Anspriiche ohne weitere Zuzah-
lungen abzudecken. Dieser Ansatz des ,super-hedging® wurde im zeitdiskreten
Rahmen zuerst 1992 von Bensaid et al. behandelt ([5]).

Ein sehr allgemein gehaltener Definitionsansatz fiir den oberen Preis eines
Finanzderivates mit terminaler Auszahlung C,, welcher z.B. in [56] fiir das
Aktie/Bond Modell verwendet wird, befindet sich in [63], §1b von Kapitel V:

a*(C,) = inf { 23>0 es existiert eine Handelsstrategie H mit }7

HiSy =z, HLS, > C, P,-ts.

wobei inf () := oo sei. Ohne eine geeignete Einschrinkung der Menge der Handels-
strategien stellt sich diese Definition jedoch als unzureichend fiir das zugrunde-
liegende Modell heraus. Ist ndmlich H eine Handelsstrategie mit H!S, > C,
P,-fs., so erhélt man durch zusétzliche Aufnahme eines Kredites in Hohe von
L > 0 zum Zeitpunkt 0 und Zuriickzahlung des Kredites zu einem beliebigen
Zeitpunkt j € {1,...,n} eine Handelsstrategie ’H mit 'Hy, = (Hg 1, Hyo — L) fiir
ke{0,....j—1} und iH, = Hy fiir alle k € {j,...,n}. Diese erfiillt die Bedingun-
gen

i) IHLSy = HLSy — L,

ii) JHS, = HLS, > C,, P,fs..
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4.1 Definition des oberen Preises

Da L > 0 beliebig gewahlt werden kann, betréigt der obere Preis fiir jeden Claim
C,, gemif obiger Definition entweder 0, falls eine einzige Handelsstrategie existiert
mit H.S, > C, P,-f.s., oder oo; dies ist offensichtlich keine sinnvolle Festlegung.

Fiir eine notwendige Modifizierung der Definition des oberen Preises sollte
daher die Menge der betrachteten Handelsstrategien so eingeschrankt werden,
daB jlgf nicht mehr zuléssig ist. Ein short-selling im Bond, d.h. die Aufnahme eines
Kredites, ist in allen realen Finanzmérkten moglich und sollte daher nicht ausge-
schlossen werden. Das Verbot eines short-selling in der Aktie (d.h. des Eingehens
einer short position in der Aktie durch Ausleihen, Ubernahme von eventuellen
Verpflichtungen wie Dividendenzahlungen und abschlieBendem Ausgleich der
Position) schliet die Anwendung von /H nicht aus.

Der naheliegendste Ansatz zur Einschrankung der Menge der Handelsstrategien
besteht daher in der Vorgabe von Schranken dy, ..., d, € R, welche von den Aus-
zahlungen der Handelsstrategien nicht unterschritten werden diirfen, da dann der
Ubergang L T oo bei der Konstruktion von JE nicht mehr moglich ist. Es stellt
sich demnach die Frage, ob und ggf. fiir welche d = (dy, ...,d,) € R"

. . ) e
a*(C,) :=inf {x cR: es existiert eine Handelsstrategie H mit HySy = =, } (%)

5Z(H) > dz Pw-f.S., 1 S 1 S n, HfLSn Z Cn Pw—f.S.

eine ,verniinftige“ Festlegung des oberen Preises liefert.

Der folgende Satz zeigt, welche Werte von d iiberhaupt zu einer sinnvollen Defi-
nition fithren kénnen, und dafl diese dann &quivalent zur Festlegung bei einer
Einschrankung auf selbstfinanzierende Handelsstrategien ist:

Satz 4.1
Die Definition (%) fihrt im Aktie/Bond Modell hiochstens dann zu einer Fest-
legung des oberen Preises, bei der fir jeden Claim C,, > 0 mit P,(C, > 0) >0

i) a*(Cy) echt gréfer als 0 ist, und

i) keine selbstfinanzierende superreplizierende Handelsstrategie (d.h. kein H
mit 0;(H) = 0 P,-f.s. fir 1 < i < n und H.S, > C, P,-f.s.) existiert,
deren Anfangspreis echt kleiner als a*(C,,) ist,

wenn Yy i a;d; = 0 gilt. In diesem Fall folgt:
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es ex. eine Handelsstrategie H mit H{Sy = x,
0;(H) > d; Py-fs., 1 <i<mn, H.LS, > C, P,-fs.

~ —_—

es ex. eine Handelsstrategie H mit H;Sy = «,
0;(H) >0 Py-fs., 1<i<n, H.S, > C, P,-f.s.

~ —_—

es ex. eine Handelsstrategie H mit H{Sy =z, H, =0,
" 0;(H) >0 Pyfs,1<i<n—1, 6,(H) > C, P,-fs.

~ -

es ex. eine Handelsstrategie H mit H{Sy = x, H, =0,
' 61(*&[):0Pw’f8;1§1§n_17 5n(£[)ZCnPw’f5 '

Vor dem Beweis von Satz 4.1 werden zunéchst einige Hilfsmittel bereitgestellt,
wobei insbesondere die Zusammenhénge zwischen Martingaltransformationen,
lokalen Martingalen und Martingalen in diesem Kapitel an mehreren Stellen
bendtigt werden.

Definition 4.2 ([63], Seite 96 ff.)
Sei X = (Xy, Fr)ken, €in stochastischer Prozef auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P).

a) X wird als lokales Martingal bezeichnet, falls eine (lokalisierende) Folge
(Tm)men von Stoppzeiten beziglich (Fy)ren, mit folgenden Eigenschaften
existiert:

Z) Tm S Tm+1 P—f.S.,
i) Ty 1T 00 P-f.s. fiir m — oo,

iii) der gestoppte Prozefs X™ = (X, sk Fk)ren, ISt fir jedes m € N
ein Martingal (wobei x Ay fir x,y € R das Minimum von x und y
bezeichne).

b) Gilt E|Xy| < oo, und besitzen fir alle k > 1 die (im erweiterten Sinne
gemdaj$ Seite 93 in [63] definierten) bedingten Erwartungswerte E(Xy|Fr_1)
die Figenschaften

Z) E(‘XkHJTk_l) < 00 P—f.S.,
it) E(Xy|Fp1) = Xy—1 P-f.s.,

so wird X als verallgemeinertes Martingal bezeichnet.
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c) Besitzt (Xy)ren, €ine Darstellung der Form

k
Xp =Yy Mo+ Y Yi- (M; — M;y),
i=1
wobei M = (My, Fi)ren, €in Martingal und Y = (Yi, Fr-1)ken, (mit F_q =
Fo) ein previsibler stochastischer Prozef ist, dann wird X als Martingal-
transformation bezeichnet.

Die Konzepte aus Definition 4.2 stehen in diskreter Zeit in enger Beziehung
zueinander:

Satz 4.3 ([63], Seite 98)
Sei X = (Xi, Fi)ren, €in stochastischer Prozefs mit E|X,| < co. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

a) X ist ein lokales Martingal.
b) X ist ein verallgemeinertes Martingal.

c) X ist eine Martingaltransformation.

Obwohl bei einem lokalen Martingal X in endlicher diskreter Zeit, d.h. bei Vor-
gabe eines endlichen Horizonts n € N, jede lokalisierende Folge (7., )men fiir P-f.a.
w € ) die Eigenschaft

Tm(w) >n

fiir alle m > mg(w) mit einem geeigneten mgy(w) € N besitzt, und (X, Ak, Fr) ein

m

Martingal ist, stellt X selbst i.a. dennoch kein Martingal dar, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel 4.4

77777

scheinlichkeitsraum (Q, F, P), wobei P(Y), = 0) < 1 fir alle k und E(Yy|Fr_1) =
0 P-f.s. fir alle k > 1 gelte. Weiter seien Zy, ..., Z, Zufallsgréfien auf (2, F, P)
mit den Figenschaften

i) Zo ist Fo-mefbar, und fir alle k > 1 ist Zy Fy_1-mefsbar,
ii) Zy >0 fir alle k,
iii) EZy = oo fir alle k,

w) Zy und Yy sind fir alle k stochastisch unabhingig.
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Dann bildet der stochastische Prozeff X = (X, Fi)kefo,...ny mit
k
Xy =Y ZY,
i=0

ein lokales Martingal:

Als previsible Folge von Zufallsgrifen ist (Zy, ..., Zy,) lokal beschrankt; als lokali-
sierende Folge wdhle man z.B. (Tp)men mit

Tm = lnf{j >0: Zj+1 > m},

wobei inf () := oo sei. Dann erhdlt man fir X™ = (X. sk, Fr)kefo

77777

k
Xeprk = Y ZYi 1,21
=0

wegen | Zilr, >i| < m, daf E| X, x| < oo fiir alle k gilt. Weiter besitzt X™ fiir
alle k € {1,...,n} die Figenschaft

k k—1
EQ ZYilgsolFiot) = Y ZYilg,sn + E(ZYe L, o0 Fiot)

=0 1=0
k—1

= > ZiYilnsiy + Zil(rony E(Yil Fia)
=0
k—1

= ZZiYil{TmZi} P-fs..

=0

Da jedoch E(Y;Z;|) = Eq(|Yi|)E(|Zs]) = oo gilt, bildet X kein Martingal.

Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafiir, wann ein lokales Martingal
bereits ein Martingal ist, liefert der folgende Satz:

Satz 4.5 ([63], Seite 100)

77777

Bedingungen
Z) E|X0| < 00,
ii) EX, <oo oder EX' < oo

erfillt sind.
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Damit besitzt man nun die benétigten Hilfsmittel fiir den

Beweis von Satz 4.1: Sei d = (dy, ...,d,,) € R" und

a*(C,) = inf {x >0 es existiert eine Handelsstrategie H mit H{Sy = z, }

0;(H) > d; Pyts.,1<i<n, HS, > C, P,fs.

~ —_—

Es werde zunéchst angenommen, da8 >~ | a;d; < 0 gilt. Dann besitzt die Han-
delsstrategie H mit Hy = 0 und Hj, = (0, — Zle a;d;)t, k= 1,...,n, die Eigen-
schaften

i) HLS, =0,

Fiir alle Claims mit 0 < C}, < Ly P,-f.s., zu denen z.B. alle européischen Put-
Optionen mit Ausiibungspreis K € (min supp(P:"), min supp(P2)+L;) gehéren,
wire daher der obere Preis 0 und damit nicht ,,sinnvoll* festgelegt.

Betrachtet werde nun der Fall Z?Zl a;d; > 0. Fiir einen Claim C), > 0 erfiillt jede
Handelsstrategie H mit 6,(H) > d; P,-fs., 1 <i<nund H,S, > C, P,-fs. die
Ungleichung

HSS@ — OénH:LSn + Z Hffl(OéiSi — Oéi_lsi_1> = Z 04@51([;[)
i=1 i=1
Z Z O[,Ldz Pw—f.S..
i=1
Aufgrund der in diesem Kapitel vorausgesetzten Arbitragefreiheit existiert ein

dquivalentes Martingalmafl @). Da die Bedingung Eq|H{Sy| < oo trivialerweise
erfiillt ist, stellt

k
X = (H§So + Z H! (a;S; — i_1Si-1), Fi)
i=1

als Martingaltransformation gemé&fl Satz 4.3 ein lokales Martingal beziiglich @
dar. Aus der Ungleichung
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HéSo + Z Hf_l(OéiSi — ai_lsi_l) Z Z Oéidi + OéanLSn
=1

=1

Z Z Oéidi Pw—f.S. (**)

folgt nun Eq ((H§So+ > Hi_1(04S;—a;-15;-1)) ") < o0, so daBf X laut Satz 4.5
sogar ein Martingal ist. Aus (%) erhélt man daher durch Erwartungswertbildung
beziiglich @)

HSSO Z Z Oéidi
i=1
und folglich a*(C),) > >"7 | aud; fiir jeden Claim C,, > 0.

Fir L, € (0,1, a;d; B,,) erhélt man fiir alle Claims C' mit 0 < C,, < Lo, zu
denen insbesondere wieder die européischen Put-Optionen mit Ausiibungspreis
K € (min supp(PA"), min supp(PA») + Ly) gehoren, die Ungleichung a*(C,,) >
2?21 a;d;. Fiir diese Claims existiert jedoch mit

H= (0. Lo, ))

eine superreplizierende selbstfinanzierende Handelsstrategie, deren Anfangspreis
echt kleiner als a*(C,) ist. Da der obere Preis die minimalen Anfangskosten
fiir eine superreplizierende selbstfinanzierende Handelsstrategie angeben soll, ist
folglich auch in diesem Fall die Definition nicht ,,sinnvoll“.

Es gelte also Y . ; a;d; = 0. Nun seien die Mengen 2y, 2,23 und 24 von Han-
delsstrategien festgelegt durch

A = {H: 6(H)>d; Pots,1<i<n, HS,>C, Pyfs]},
Ay = {H: 6;(H) >0 Pytfs.,1<i<n, H,S,>C, P,Ls.},
Ay = {H: H, =0, 6;(H)>0Pyts,1<i<n—1, 6,(H)>C, Pofs},
Ay = {H: H,=0, 6;(H)=0P,fs,1<i<n—-1, 6,(H)>C, P,fs.},

und es bleibt zu zeigen, dafl
mf{HéSg : PN[E Qll} = Hlf{HéSo : [;[E ng}

lnf{HéS() : ];IE ng}
= inf{HSy: H e Ay}
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gilt. Dafiir betrachte man die Abbildungen

k
Uy — Ry, He— Ef mit  Hy = (Hgy, Hys + Zaidi>tu 0<k<n,

i—1

Uy Ay — Az, H— EI mit  Hj, = (Hi, Hi2)' - Ljo,.n—13(k), 0 <k <mn,
R R k

Uy: Ay — Ay, Hs H mit  Hy = (Hey, Hea + Y oadi(H)), 0< k <,
i—1
R R k

Uy — A, H— H mit Hy = (Hp1, Hpp — Zaidi)ta 0<k<n-1,
=1

und ]/:[n = (anl,ly anl,Z - Z Oéidi)t-
i=1

Aus ihrer Eigenschaft 6o(W;(H)) = do(H) fir i =1, ..., 4 ergibt sich schliefllich

lnf{HéS() : INJG 911}

Vv

inf{HS - H € Uy}
inf{H{S, : H € A3}
inf{H{Sy : H € s}
inf{H{Sy : He A }.

vV v

v

i

Die Selbstfinanzierung, welche in [63] (vgl. Bemerkung 2 auf Seite 395) nur als
,mogliche zusétzliche“ Einschrinkung genannt wird, stellt sich also im Sinne von
Satz 4.1 als unverzichtbar bei der Festlegung des oberen Preises im Aktie/Bond
Modell heraus! Der obere Preis eines Finanzderivates mit regelméafligen Auszah-
lungen wird daher wie folgt definiert:

Definition 4.6 (vgl. [5])
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell wird der obere Preis eines Claims
mit terminaler Auszahlung C,, festgelegt durch

a*(C)) = inf {x cR: es ex. eine Handelsstrategie H mit H;Sy =, H,, =0, }’

0i(H) =0 Py-fs.,1<i<n—1, 0,(H) > C, Py,-fs.

wobesi inf () := oo sei.

119



Kapitel 4: Obere und untere Preise in Aktie/Bond Modellen

Um die Definition des oberen Preises fiir Finanzderivate mit terminaler Auszah-
lung auf solche mit regelméfiigen Auszahlungen zu iibertragen, werden fiir einen
Claim C'= (C}, ..., C,) die folgenden Mengen von Handelsstrategien betrachtet:

As == {H: §;(H) >C; Pyts.,1<i<n},

s = {H: 6;(H)=0Pyfs,1<i<n—1, 6,(H)>> aCiB, Pyts.}.
=1

Die Abbildungen W5 : A5 — g und Vg : Ag — As, festgelegt durch

( Hy = H,,
Ua(H) = H mit § Hy = (Hyy, Hio + S0, adi(H))', 1<k <n—1,
| H,=H,
( H, = H,,
Ue(H) = H mit ]Elk = (Hy1, Hio — 8 0,Cy)', 1<k <n—1,
| A, =H,

erfiillen 6o(W;(H)) = do(H) fiir i = 5,6, so daB sich
inf{H{Sy : H € As} = inf{HS, : He Ug}

ergibt. Daher ist die folgende Verallgemeinerung der Definition des oberen Preises
auf Finanzderivate mit regelméfligen Auszahlungen vertriglich mit Definition 4.6:

Definition 4.7

In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell wird der obere Preis eines Claims

C=(C,...,Cy) definiert durch

. , —— B
a*(C) = inf {x c . © €% cine Handelsstrategie H mit HySy = x, H,, =0 }

und 0;(H) > C; Py-fs., 1<i<n

mit inf () ;= oo. Handelsstrategien H mit §;(H) > C; P,-f.s. fir alle 1 <i <n
und H,, = 0 werden als oberer Hedge von C bzw. als superreplizierend bezeichnet.

Bemerkung 4.8
Der in Definition 4.7 festgelegte obere Preis eines Finanzderivates mit regel-
mdafsigen Auszahlungen C4, ..., C, erfillt die Gleichung

es ex. eine Handelsstrategie H mit H\S, = ,
a’(C)=infr € R: H, =0, §;(H) =0 P,-fs., 1 <i<n—1,
und 6,(H) > Y""  0,CiB,, Py-f.s.

wobesi inf () := oo sei.
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Als erste wichtige Figenschaft des oberen Preises erhélt man:

Bemerkung 4.9

Ist der Ausgabepreis ag eines Claims C echt grifer als a*(C), so erhdlt der
Verkdufer der Option einen risikolosen Profit (vgl. [63], Seite 396) durch den
Verkauf der Option zum Preis ag und Erwerb einer superreplizierenden Handels-
strategie H mit Anfangspreis H{Sy € [a*(C), ag) sowie Investition von ag — H{Sy
in die risikolose Anlagestrategie.

Ein Verkauf des Finanzderivates zu einem Preis ag < a*(C') ermdglicht es dem
Verkdufer offensichtlich nicht, ohne weitere Zuzahlungen einen oberen Hedge zu
erwerben und damit risikolos alle entstehenden Anspriiche abzudecken.

Folglich stellt a*(C') das Supremum aller Preise dar, fir die zwischen Verkdufer
und Kdufer eine Einigung zustandekommen sollte.

Bei der Definition des oberen Preises eines Finanzderivates mit regelméfligen
Auszahlungen (' als Infimum iiber alle Anfangspreise von superreplizierenden
Handelsstrategien stellen sich natiirlich die Fragen, ob zum oberen Preis selbst
auch ein oberer Hedge existiert, und welcher Zusammenhang mit der kleinsten
oberen Schranke supgep Eq(_,_; axCy) aller arbitragefreien Preise des Finanz-
derivates besteht. Zur Beantwortung dieser Fragen werden zunéchst wieder einige
Hilfsmittel benotigt:

Definition 4.10 (vgl. [32], Anhang A2)
Sei T C R eine beliebige Indexmenge und (X;)ier eine Familie von R-wertigen
Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, A, P). Eine Zufallsgrife
Y heifit essentielles Supremum der (X;)ier, kurz Y = ess iupXt, falls gult:

te

i) Xy <Y P-fs. fir allet €T.
ii) Ist Y eine Zufallsgrifse mit X; < Y P-f.s. fiir allet € T, so folgt Y < Y.
Bemerkung 4.11 (vgl. [32], Anhang A2)

Fiir jede Familie (X;)ier von R-wertigen Zufallsgrofien auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (X, A, P) gilt:

a) esssup X; existiert, und es gibt eine abzdihlbare Teilmenge Ty C T mit

teT
esssupX; = sup X;.
teT teTo

b) esssupX; ist P-f.s. eindeutig bestimmdt.
teT
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Das wichtigste Instrument fiir die Konstruktion eines oberen Hedges zum oberen
Preis bildet die optionale Doob-Zerlegung, deren Existenz zuerst 1995 von El
Karoui und Quenez [21] in einem zeitstetigen Rahmen bewiesen worden ist:

Satz 4.12 (Optional Doob Decomposition) ([25], Theorem 7.5)

Sei U = (Ui, Fi)kefo,..ny €in nicht-negativer und A = (Ap, Fi)kefo,..n} €in
d-dimensionaler stochastischer Prozef$ auf einem W-Raum (X, A, P). Ferner sei
die Menge

Q:={Q: Q ~ P, Aist ein Martingal beziiglich Q}
nicht-leer. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) (Urs Fr)keo,..ny st ein Q-Supermartingal (d.h. ein Supermartingal bzgl.
eines jeden Mafles Q) € Q).

i) Es existiert ein zu (Fi)keqo,..ny adaptierter isotoner Prozeff I mit Iy = 0
und ein d-dimensionaler previsibler Prozefs { mit

k
Uw=Up+ Y €(A;—Aj1) — I P-fs.
j=1

fir alle k € {0, ...,n}.

Die Aussage von Satz 4.12 bleibt erhalten, wenn man U lediglich als P-f.s. nach
unten beschriankt voraussetzt, so dafl sie im folgenden nicht nur auf Finanz-
derivate mit nicht-negativen Auszahlungen anwendbar ist. So kann z.B. bei einem
Bear Spread, d.h. bei einer Kombination aus einer européischen Call-Option mit
Ausiibungspreis K7 und einem short-selling in einer weiteren européischen Call-
Option mit Ausiibungspreis Ky < K7, der Claim

Cn = (An - K1)+ - (An - K2)+
negative Werte annehmen.

Mit Hilfe der optionalen Doob-Zerlegung erhélt man nun eine erste Existenz-
aussage fiir obere Hedges:
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Satz 4.13
Sei C'= (C4,...,C,) ein Finanzderivat mit regelmdfigen Auszahlungen in einem
arbitragefreien Aktie/Bond Modell. Ist Y | o;C; P,-f.s. nach unten beschrinkt,
und gilt

a(C):=sup E a;C;) < 00,
(€) sup Q(; )

so existiert ein oberer Hedge fiir dieses Finanzderivat mit Anfangspreis a(C').

Beweis: Es werde zunéchst angenommen, daf§ ¢} = ... = C,_; = 0 gilt. Die
Existenz einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H mit 0,,(H) > C, P,-fs.
wird z.B. in [63], Abschnitt 1c von Kapitel VI wie folgt bewiesen:
Fiir k € {0,...,n} sei
Uy := esssup Fg(a,Cp|Fr),
QEeP

insbesondere also U, = a,C, P,fs. und Uy = supyep Eg(a,Cy). In [63],

.....

martingal bildet, so dafl Satz 4.11 die Existenz eines previsiblen Prozesses { und
eines (eindimensionalen) adaptierten isotonen Prozesses I mit Iy = 0 liefert mit

k
Uk = U() + ij(&jAj — ozj_lAj_l) — Ik Pw—f.S.

j=1
fir alle k € {1,...,n}. Schlieflich erfiillt die Handelsstrategie H mit
1) Hop =&, Hoz="Us— &A,

i) Hiy = &1, Hio = Us — & A0 + Z(fj —&p)oA; fur 0<k<n-—1,

k
j=1
iii) H, =0
die Bedingungen
1) HySy = Uy = supgep Eg(anCh),

2) 0u(H) = (& — &e1) Ak + (§py1 — &p)oxArBr =0, 2<k<n—1,

n—1
3) 0n(H) = A + (Up — &140) B + Zl(fj — &) A By
=
= B (Uo + X5 &(aAy — aj14j0))
— Bo(U, + I
> B, U,
=C, P,fs.
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Damit erhilt man also, dafl H einen oberen Hedge zum Preis supgep Eg(anCy)
darstellt.

Im allgemeinen Fall existiert nun ein oberer Hedge H fiir (0,...,0,% ", o;C;) mit
Anfangspreis supgep Eq(Y 1, C;). Die Handelsstrategic wﬁ( H ) (mit vg wie bei
der Uberlegung im Anschlufl an Definition 4.6) liefert dann einen oberen Hedge
fir (C4, ..., Cy,) mit gleichem Anfangspreis.

O

Fiir ein Finanzderivat mit regelméfiigen Auszahlungen C4,...,C, sei Z?:l o; C;
P,-fs. nach unten beschriankt. Im Fall supgep Eq (> 7, :C;) < oo folgt dann
aus Satz 4.13

a*(C) < sup Eg Zal ) < 00.

QeP i1

Ist umgekehrt der obere Preis dieses Finanzderivates endlich, so ist geméafl der
Definition des oberen Preises die Menge der oberen Hedges nicht-leer. Sei also
H eine Handelsstrategie mit H,, = 0 und 6;(H) > C; P,-fs., ¢ = 1,...,n. Dann
erhilt man die Ungleichung

Z ozl-C’l- S Z 04152( [1 HtS() + Z 1 Oéz i Oéi_lsi_l) Pw—f.S.. (***)
i=1 =1

Der stochastische Proze M= (Mg, Fi)refo,...n} mit My = H{Sy und

.....

HtS() + Z 1 az 7 ai—lsi—1)7

fir 1 < k < n ist bzgl. jedes dquivalenten Martingalmafles () als Martingal-
transformation gemé&f Satz 4.3 ein lokales Martingal. Satz 4.5 liefert nun zusam-
men mit (x x x), dal M beziiglich jedes () € P sogar ein Martingal ist. Durch
Erwartungswertbildung ergibt sich aus (x x x) die Ungleichung

Zaz i < HtSO

fiir jedes @ € P und jeden oberen Hedge H, so daf} schliefilich

sup Fo( ) « < 00
a5 2

folgt. Zusammenfassend erhélt man die ,upper hedging duality“ fiir Finanz-
derivate mit regelméfligen Auszahlungen, wobei mit obiger Argumentation die in
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[63] geforderte Beschrénktheit der Auszahlungen (welche z.B. bei européischen
Call-Optionen in Modellen mit unbeschrianktem Aktienkurs A, nicht gegeben ist)
entscheidend abgeschwiicht werden kann:

Satz 4.14

Sei C'= (C4,...,Cy) ein Finanzderivat mit regelmdifigen Auszahlungen in einem
arbitragefreien Aktie/Bond Modell. Weiter sei Y ., «;C; Py-f.s. nach unten
beschrdnkt. Dann gilt:

a) a*(C) ist genau dann endlich, wenn supgep Eq(d ;1 a;C;) endlich ist.

b) Upper Hedging Duality (vgl. [63], Theorem 1 auf Seite 514):
Ist eine der beiden dquivalenten Bedingungen aus a) erfillt, so folgt

sup EQ(Z «;C;) = inf{H{Sy : H ist ein oberer Hedge fiir C'}.
QP i=1

Satz 4.13 und Satz 4.14 ergeben schliellich:

Korollar 4.15

Sei C'= (C4,...,C,) ein Finanzderivat mit regelmdfigen Auszahlungen in einem
arbitragefreien Aktie/Bond Modell, und sei Y., a;C; P,-f.s. nach unten
beschrinkt. Ist dann der obere Preis dieses Finanzderivates endlich, so existiert
ein oberer Hedge mit Anfangspreis a*(C').

Legt man also den oberen Preis eines Finanzderivates mit regelméfligen Auszah-
lungen gemé#fl Definition 4.6 bzw. Definition 4.7 fest, so gibt er die minimalen
Anfangskosten an, die der Verkdufer der Option fiir einen oberen Hedge auf-
wenden muf}, d.h. fiir eine Handelsstrategie, mit deren Hilfe er ohne weitere
Zuzahlungen alle entstehenden Anspriiche abdecken kann. Diese Festlegung steht
folglich im Einklang mit der anfangs formulierten Grundidee des Superhedging
und erweist sich daher als , sinnvoll®.

Die Definition des oberen Preises 1a3t sich nun leicht auf amerikanische Optionen
iibertragen; auch fiir sie soll (bei P,-f.s. nach unten beschréinktem Auszahlungs-
prozeB) der obere Preis die minimalen Anfangskosten einer Handelsstrategie an-
geben, mit deren Hilfe der Verkaufer ohne weitere Zuzahlungen alle entstehenden
Anspriiche abdecken kann.
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Anders als bei Finanzderivaten mit regelméfigen Auszahlungen wird die ameri-
kanische Option einmalig innerhalb eines Zeitraumes ausgeiibt; der Stillhalter
kann daher im Ausiibungszeitpunkt sein aktuelles Portfolio auflésen und sollte
aus dem Erlos den Claim erfiillen konnen. Da er die Ausiibungsstrategie 7 des
Optionshalters nicht kennt, muf} sein oberer Hedge die Bedingung H.S, > C.
P,-fs. fiir alle 7 € T erfiillen, was offensichtlich dquivalent ist zu HjSy > Cj
P,-fs. fiir alle k € {0, ...,n}. Da weiterhin keine Zuzahlungen seitens des Stillhal-
ters erfolgen sollen, muf fiir den Auszahlungsprozef3 des oberen Hedges dariiber-
hinaus 6;(H) > 0 P,-fs. fiir alle i € {1,...,n} gelten.

Der allgemein gehaltene Definitionsansatz

. . . . . t _
a*(C) = inf {:17 >qg. © existiert eine Handelsstrategie H mit HjSy = x }

und HLS, > C, P,fs. fivraller € T

aus Abschnitt 5a in Kapitel VI von [63] erweist sich aus denselben Griinden wie
die allgemein gehaltende Definition des oberen Preises eines Finanzderivates mit
terminaler Auszahlung als ungeeignet fiir das Aktie/Bond Modell; als sinnvolle
Zusatzforderung bietet sich wieder die Selbstfinanzierung an:

Definition 4.16 (vgl. [25], Definition 7.7)
Das zugrundeliegende Aktie/Bond Modell sei arbitragefrei. Der obere Preis einer
amerikanischen Option mit Auszahlungsprozefs C wird dann festgelegt durch

es existiert eine Handelsstrategie H mit H{Sy = x,
a*(C)=inf{x€R: 0,(H) =0 P,-fs. firl <k <n und H.S; > C; ,
Py-f.s. fir alle t € T

wobei inf () := oo sei.

Bemerkung 4.17
In der Situation von Definition 4.16 seien die Mengen 81, B und B3 von Han-
delsstrategien festgelegt durch

H ist eine Handelsstrategie mit H;Sy = ,
B, = H: 0i(H) =0 Py-fs. firl <k <n und ,
H!S, > C; Py-f.s. firallet € T
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H ist eine Handelsstrategie mit H;Sy = ,
By = H: 6,(H) >0 Py-fs firl <k <mn und ,
HLS,. > C. Py-f.s. firallet € T

H ist eine Handelsstrategie mit H{Sy = «,
B, = H: 0i(H) >0 Py-f.s. firl1 <k <mn und
H}Sk > Cy. Py-f.s. fir alle0 <k <n

Dann gilt B5 = B3 und
lnf{HéS() : I;IG %1} = 1nf{HéSo : ]N{E SBQ}

Jede Handelsstrategie H € 261U By wird als oberer Hedge der betrachteten ameri-
kanischen Option bezeichnet.

Die Existenz eines oberen Hedges, dessen Anfangspreis dem Supremum aller
arbitragefreien Preise entspricht, wird bei amerikanischen Optionen mit densel-
ben Methoden wie bei Finanzderivaten mit terminaler Auszahlung bewiesen:

Satz 4.18 ([25], Korollar 7.9)
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C der AuszahlungsprozefS einer
amerikanischen Option. Sind Cy, ..., C,, P,-f.s. nach unten beschrdnkt, und gilt

a(C) := sup sup Eg(a,C;) < o0,
QP €T

so existiert ein oberer Hedge fiir C mit Anfangspreis a(C').

.....

-----

gelte
i) U, = a,Cy,
ii) Uy :=esssup esssup Eg(a,Cr|Fy),
QeP TE Ty

k=n-—1,..,1,

iii) Up := esssup esssup Eg(a,C:|Fy) = sup sup Eg(a,C;).
QeP TeT QeP 1€T

Geméf Theorem 7.3 in [25] bildet U dann ein P-Supermartingal, so daf aus Satz
4.12 analog zum Beweis von Satz 4.13 die Existenz einer selbstfinanzierenden
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Handelsstrategie H folgt mit H{Sy = Uy und o Hy Sk = Uy + I, > Uy, Py-fs.,
0<k<n-—1.
Da U geméf Theorem 7.2 in [25] dem Rekursionsschema

1) U, = a,Cy,
2) Uk = osz'k V ess SupE(Uk+1|.7:k) Pw—f.S., k=n— 17 ...,O,
QeP

geniigt, ergibt sich schlieBlich aH}.Sx > Up > aCy Py-fs., 0 <k <n.
O

Fiir eine amerikanische Option mit P,-f.s. nach unten beschrianktem Aus-
zahlungsproze C' ergibt sich demnach im Fall

a(C) := sup sup Eg(a.C:) < 00
QeP teT
die Ungleichung
a*(C) <a(C0) < oo.

~

Im Fall a*(C) < oo ist die Menge der oberen Hedges fiir C nicht-leer. Sei
also H eine selbstfinanzierende Handelsstrategie mit H}Sy > Cy P,-fs. fiir alle
k €{0,...,n} und H{Sy > a*(C).

Da jedes C} P,-f.s. nach unten beschrinkt ist, existieren die bedingten Erwar-
tungswerte Eg(ayHESk|Fr—1) fiir alle k € {1,...,n} und alle @ € P. Der abdis-

.....

die Darstellung
k
o HL Sy = HE Sy + Z H}_(a;S; — -15;-1)
i=1

und bildet damit fiir jedes @) € P als Martingaltransformation ein lokales Martin-

ein Martingal beziiglich ). Fiir jede Stoppregel T € 7 und alle Q@ € P liefert das
Optional Sampling Theorem daher
H(t)SO = EQ(O(TH};ST) Z EQ(QTOT),

woraus sich schlie3lich

a(C) = supsup Eg(a.C;) < a*(C) < 00
QeP teT
ergibt.

Als Analogon zu Satz 4.14 erhélt man nun:
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Satz 4.19

Sei C = (Cy,...,C,) der Auszahlungsprozef einer amerikanischen Option in
einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell. Weiter sei jedes Cy P,-f.s. nach unten
beschrdnkt. Dann gilt:

a) a*(C) ist genau dann endlich, wenn sup sup Eq(a,C;) endlich ist.
QeP teT

b) Upper Hedging Duality (vgl. [63], Theorem 1 auf Seite 539):
Ist eine der beiden dquivalenten Bedingungen aus a) erfillt, so folgt

a*(C) = sup sup Eg(a,;C;) = sup sup Eg(a,C).
- QEP €T T€T QEP

Korollar 4.20

Sei C = (Cy,...,Cp) der Auszahlungsprozef einer amerikanischen Option in
einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell. Weiter sei jedes Cy P,-f.s. nach unten
beschrdnkt. Ist dann der obere Preis der Option endlich, so existiert ein oberer
Hedge mit Anfangspreis a*(C').

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.14 bzw. 4.19 erhélt man, dal die oberen
Preise sowohl von Finanzderivaten mit regelméfigen Auszahlungen als auch von
amerikanischen Optionen die minimalen Anfangskosten von oberen Hedges an-
geben, d.h. von Handelsstrategien, mit deren Hilfe alle entstehenden Anspriiche
ohne weitere Zuzahlungen erfiillt werden kénnen.

Aus der upper hedging duality ergibt sich weiterhin, dafl zum einen die oberen
Preise die obere Grenze zwischen arbitragefreien und arbitragebehafteten Preisen
darstellen, und dafl zum anderen bei der Berechnung des oberen Preises (zumin-
dest theoretisch) nicht die explizite Kenntnis aller oberen Hedges notwendig ist.

Unter diesen Gesichtspunkten erweisen sich folglich die Definitionen 4.6 und 4.16
als ,,sinnvoll“.

Die Existenzbeweise von oberen Hedges zum oberen Preis sowohl bei Finanz-
derivaten mit regelméfiigen Auszahlungen als auch bei amerikanischen Optionen
weisen jedoch einen erheblichen Nachteil auf: Es gehen sowohl bedingte Erwar-
tungswerte als auch essentielle Suprema und gleichméflige Doob-Zerlegungen von
P-Supermartingalen ein. Deren Existenzbeweise wiederum sind allesamt nicht-
konstruktiv, so daf} sich selbst bei genauer Kenntnis von P die konkrete Gestalt
des Hedges i.a. nicht direkt bestimmen la83t.
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Dariiberhinaus ist das Mafl P, in realen Finanzmarktsituationen i.a. nicht voll-
stdndig bekannt, so daf} sich die Klasse P nicht bestimmen 148t. Die Berechnung
des oberen Preises mit Hilfe der upper hedging duality erweist sich dann ebenfalls
als problematisch.

Im néchsten Abschnitt soll daher zum einen untersucht werden, unter welchen
Bedingungen sich die oberen Hedges und oberen Preise explizit berechnen las-
sen, und zum anderen, ob fiir die oberen Preise (insbesondere bei unvollstandiger
Kenntnis von P,) zumindest obere Schranken existieren, zu denen obere Hedges
konstruiert werden konnen.

4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanz-
derivaten mit komponentenweise konvexen

Auszahlungsfunktionen

Betrachtet werde ein arbitragefreies Aktie/Bond Modell, in dem die einzig verfiig-
baren Informationen der Anfangsaktienpreis Ag, die Verzinsungen ry,...,7, > 0
sowie untere Schranken di,...,d, > 0 und obere Schranken wug,...,u, fiir die
Faktoren Y7, ..., Y,, des Aktienpreisprozesses seien. Fiir Finanzderivate, deren Aus-
zahlungen iiber komponentenweise konvexe Funktionen von Y, ..., Y, abhédngen,
lassen sich allein aufgrund dieser minimalen Aussagen iiber P, Abschitzungen
fiir die oberen Preise angeben.

4.2.1 Universelle obere Arbitragegrenzen

Im Fall n=1 gebe es 0 < d < 1+7r =: p <u mit supp(PM) C[d, u]. Dann lassen
sich fiir Finanzderivate mit konvexen terminalen Auszahlungsfunktionen sowohl
obere Schranken fiir ihre oberen Preise als auch eine hinreichende Bedingung
angeben, unter der die Schranken angenommen werden:

Satz 4.21

In einem arbitragefreien Ein-Perioden Aktie/Bond Modell seien 0 < d < 1+r =:
p < u gegeben mit supp(PX) C [d,u]. Weiter sei Cy ein Finanzderivat mit
konvexer terminaler Auszahlungsfunktion f(Y1). Dann gilt:
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

a) Im Fall u < oo erfillt der obere Preis des Finanzderivates die Ungleichung

p—d
u—d

* 1 U
@(C) < (S

@)=,

d.h. a*(Ch) ist nicht gréfer als der faire Preis von C in einem Fin-Perioden
Binomialmodell mit Parametern d,u und r. Speziell fiir d = 0 ergibt sich

‘e < Lrw? _’
@(C) < S (F )y + F0)1 = 0).

b) Im Fall w = oo erfillt der obere Preis des Finanzderivates die Ungleichung

d,  f(d)
a(C))<c-(1—-=)+—=
| (C1) ( p) ;
mat
c:= lim @) € RU{oo}.
Tr—00 o
Speziell fir d =0 ergibt sich
G*(Cl) <c+ @

¢) Im Fall d = min supp(PX') und u = sup supp(PX') werden die Schranken
aus a) und b) angenommen.

Zum Beweis von 4.21 werden zunéchst zwei Hilfsaussagen bendétigt, wobei der
Beweis von Lemma 4.22 der Vollstandigkeit halber geliefert wird:

Lemma 4.22

Sei f: R — R eine konvexe Funktion. Dann existieren sowohl lim,_ .. @ als
auch lim, o, DYf(x) (wobei DTf die rechtsseitige Ableitung von f bezeichne),
und es gilt

lim J) lim DFf(z) € RU {oo}.

T—00 €T T—00

Beweis: Wegen der Konvexitdt von f ist DTf(x) isoton; folglich gilt entweder
lim, o DT f(x) = 00, oder es existiert ein ¢ € R mit lim, .., DTf(z) = c.
Weiterhin gilt fiir alle zg,z € R mit xq < x

D*f(we) < T ZI@) gy ()

r — To

(vgl. z.B. [22], Kapitel VI).
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Gelte nun lim, ., DVf(z) = oo. Dann existiert fiir alle K > 0 ein 2 € R mit
D*f(x) > 2K fiir alle > . Aus (+) folgt dann fiir alle 2 > x

x—xo+f(130)<f(l’)
x x = oz

g(x) :=2K -

Wegen lim, ., g(x) = 2K existiert ein z1 > x¢ mit g(x) > K fir alle z > xy,
und es ergibt sich
VKeR dx1€R Vo > 2y : M

T

v

K,

d.h. lim, o 1% = o0,

Im Fall ¢ := lim, .., D¥f(x) € R existiert fiir jedes ¢ > 0 ein zp mit ¢ — § <
DT f(z) fiir alle x > xy. Fiir > x ergibt sich aus den Ungleichungen

c— g < DYf(x0) < fz) = f(zo) < Dff(x)<c

r — 2o
weiterhin

oy oD@+ S @) @) ele—m)  f )

xz Zz T

) und lim, .., r(z) = ¢ folgt:

f (=)

Ve>0dnyeR Ve >xy: c—e<—=<c+e¢,
x

und mit lim, . I(7) = (¢ — §

[z

—

d.h. lim,_, =c.

Lemma 4.23
In der Situation von Satz 4.21 b) gelte d = min supp(PX*) und u = sup supp(P}").
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Es existiert ein oberer Hedge fiir das Finanzderivat.
ii) Es gilt lim, .. 1 € R.

f(z)

Beweis: ii) = i) : Es existiere ein ¢ € R mit lim,_. =~ = ¢. Dann gibt es ein

o € R mit @ < 2|e| fur & > xy sowie (aufgrund der Stetigkeit von f) ein
K >0 mit f(z) < K fiir alle x € [0, xq].
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Das Portfolio
12¢] K )t

H0:<A0’P

erfiillt nun fiir alle y; > 0
Hi - (Aoyr, p)' = 2lelys + K > (),
d.h. es bildet einen oberen Hedge fiir das Finanzderivat.

i) = 1) Es existiere ein Portfolio Hy mit
HiS) = Ho1 AgYy + Hoap > f(Y1) Pufs. (%)
Fiir die Funktion g(x) = Hy1Aox + Hp o p folgt hieraus wegen g > f P,-fs.
1) Es existiert ein e € supp(PX*) mit g(e) > f(e).

2) Es existiert eine antitone Folge (dy)ren in supp(PX1) mit d; = e und dy, | d
d.d. g(dx) > f(dy) fiir alle k gilt.

3) Es existiert eine isotone Folge (ug)ren in supp(PX?) mit u; = e und u; T oo
d.d. g(ug) > f(ug) fir alle k gilt.

Aufgrund der Konvexitit von f und der Linearitdt von g ergibt sich aus 1)-3)

g(x) > f(z) fir alle 2 € | (disr, di) U | (ur, ung) = (d, 00). (%)

kelN kelN

Nun wird gezeigt, dal D*f(z) < Hy1 A fiir alle z gilt.
Angenommen, es existiert ein xy mit DTf(xg) > Hp1Ap. Aus der Konvexitét
von f ergibt sich dann fiir z > zy wegen DTf(zg) < %ﬁéwo) (und somit

—f(x) < =D* f(zo)(x — x0) — f(x0))
g(x) — f(x) < (HopAo — D¥f(x0))x + Hoa p + D7 f (z0)xo — f(20).

f(z0)—D*f(xo)zo—Ho2 p
Ho,1Ao—D7f(x0)

(xx). Da D*f folglich nach oben beschriankt und isoton ist, existiert schlieflich
ein ¢ € R mit lim, .., Df(z) = ¢, woraus sich mit Lemma 4.22 lim, @ eR
ergibt.

Fir 2 >

folgt nun g(z) — f(x) < 0, also ein Widerspruch zu

O
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Beweis von Satz 4.21: Der Beweis von a) wird fiir 0 < d < u < oo z.B. in §lc
des Kapitels V in [63] wie folgt gefiihrt:

Das Portfolio

f{_<ﬂ®—fW)ﬂ@U—ﬂw%t

0 — )

Ag(u—d) * plu—d)

erfiillt H - (Aoy, p)t = f(y) fiir alle y € {d,u}, und aus der Konvexitit von f
ergibt sich fiir alle y € (d, u)

u—y
U, P)t + H(l; : (AOUTCL p)t

d
—d d

_y—d u—y
= mf(u)"‘u_ f(d)

Hf - (Agy, p)' = Hﬂﬂ%z_

d
—d _
e
= f(y),

d.h. HE - (AYr, p)t > f(Y1) Py-f.s.. Geméf Definition gilt also

(@)=—L).

b): Die Existenz von ¢ := lim,_, @ € RU{oo} wurde in Lemma 4.22 bewiesen.
Im Fall ¢ = oo ist offensichtlich nichts zu zeigen, daher gelte ¢ € R. Der Wert des

Portfolios ) 4
c —c
%:<% )

p
im Zeitpunkt 1 ist gegeben durch h(x) = H} - (Aox, p)t = cx + f(d) — ed; die
Funktion A erfiillt dabei

p—d

* t 71
@ () < Hyso = (F) =

i) h(d) = f(d) und
ii) h'(z) = ¢ > Df(x) fir alle z > d,

folglich also h(x) > f(z) fur alle x > d. Hy bildet demnach einen oberen Hedge
fiir das Finanzderivat mit Anfangspreis H{Sy = H{ - (Ao, 1)! = ¢ (1 — %) + @.

¢) Es gelte d = min supp(PX') und u = sup supp(PX?). Dann existiert eine Folge
(dp)ren mit di € supp(PX1) N (0,1 + r) fiir alle K € N und dj, | d.

Im Fall u < oo existiert geméf Lemma 2.6 fiir jedes k € N eine Folge (Qk m)men
dquivalenter Martingalmafie mit

Qkm = Qu.k0u + qa,0d, ,
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wobei g, = % =1 — qq, gilt. Aus der Stetigkeit von f folgt zusammen mit
der upper hedging duality
* . 1 ]_
a (f) > 7711_{%0 ;Eka(f) - ;(f(u)Qu,k + f(dk)qdk>
fiir alle k > m, schliellich also
. ) o1 1 p—d uU—p
@(f) 2 fim ln S o, (/)= (f) =5+ /@), —).

Im Fall u = oo ist der obere Preis des Finanzderivates genau dann endlich,

wenn ein oberer Hedge fiir f existiert, was geméfl Lemma 4.23 dquivalent zu
¢ = lim, o 2% € R ist. In Satz 4.21 b) gilt im Fall ¢ = co folglich
dy , f(d)
a(Cy)=c0=c-(1——)+—=,
( P) P

d.h. die obere ,,Schranke® wird angenommen.

Sei im folgenden also © = oo und ¢ € R angenommen. Zusétzlich zur Folge
(dp)ren existiert dann eine Folge (ug)ren in supp(PX1)N(1+7, 00) mit uy T co. Fiir
festes k € N liefert Lemma 2.6 die Existenz einer Folge (Qg.m)men dquivalenter
Martingalmafie mit
Qk,m L> Qk,O = Qukéuk + Qdkédkv
=1 — qq, ist. Nun wird gezeigt, dafl wieder
lim EQk,m (f) = EQk,O (f)

m—00

gilt. Dafiir wird & = RN, Q) = @,,cn, @rim sowie 7, als m-te Koordina-
tenprojektion gewdhlt, m € Ny (d.h. 7, ((%;)ien,) = Tm ¥Ym € Np), und die
gleichgradige Integrierbarkeit von (f o 7, )men beziiglich Qy gezeigt.

1+7‘—dk

wobei q,, = iy

Wegen ¢ = lim,_ @ € R existiert ein x¢ mit f(z) < 2|c|z fir alle x > z¢, und

es folgt
fP(@) <2z + sup |f(x)].

z€[0,z0)

Fiir beliebiges x; > d gilt ferner aufgrund der Konvexitéit von f fiir alle z > 0

f(@) > D¥f(x1)x + f(a1) — DY f(21)a,
und somit
J7 (@) DY f(@)| + | f(21) — DFf(a1)a].
Mit a := max{2|c|,[D*f(z1)|} € (0,00) und b := max{sup,e( ., |f (@), | (1) —
Df(z1)z1|} € (0,00) gelangt man zu

|f(2)] < g(x) :==ax+b (+)
fiir alle x > 0. Wegen
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i) Eglgomm| = [(ax +b)dQkm = ap+ b < oo fiir alle m € Ny,
i) lim,, oo Eglg o | = Eglg o mol

ist die Folge (g0, )men, geméaf Korollar 50.6 in [1] gleichgradig integrierbar. Mit
Korollar 50.3 in [1] und (+4) folgt schlielich die gleichgradige Integrierbarkeit von
(f © Tm)men,, und damit

lim EQk,m<f) = lim fom,dQ, = /f oo dQy = EQk,O(f)‘

m—00 m—00
Aus der Definition des oberen Preises ergibt sich

@) 2 Jim ~Fa,,,(£) = ~Pay,(f) = - (F(us)au, + F(d)aa)

fiir alle k£ € N, folglich

()2 Jim S (E g g ) o) L

T koo p Uk uy — dy, wp — dy, p
0

Aus dem Beweis von Lemma 4.23 erhalt man zusatzliche Informationen iiber alle
oberen Hedges der Option:

Bemerkung 4.24

In der Situation von Satz 4.21 b) gelte ¢ = lim, @ € R, d = min supp(P}")
und u = sup supp(PX1). Dann gilt fiir jeden oberen Hedge Hy und alle x € R die
Ungleichung Hy1 > %. Insbesondere gilt daher Hy; > ALO, d.h. es miissen
mindestens ALO Aktien erworben werden.

Die Auszahlungsfunktionen fo(z) = (Apgz — K)* und fp(z) = (K — Agz)™ einer
europdischen Call- bzw. Put-Option mit Ausiibungspreis K erfiillen die Bedin-
gungen

K r—00
fc(.l") = (Ao - —)+ - Ao;
x x
Jr(@) = (5 — A0)+ =0,
T x

so daf fur ihre oberen Preise in einem Ein-Perioden Aktie/Bond Modell gilt:
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Korollar 4.25
In der Situation von Satz 4.21 sei fo die Auszahlungsfunktion einer europdischen

Call- und fp diejenige einer europdischen Put-Option mit Ausiibungspreis K.

"

b)

Im Fallu < oo erfiillen die oberen Preise dieser Optionen die Ungleichungen

o) < 5 ((Aw = K)Y A=+ (Ao — )T,

u— u—d
1 p—d u—p

* < Z _ +F 7 _ +
a*(fp) < p((K Agu) B2 (1 = Agdy ==L},

d.h. sie sind nicht grofier als die jeweiligen fairen Preise der Optionen in
einem Fin-Perioden Binomialmodell mit Parametern d,u und r.
Speziell fiir d =0 ergibt sich

@(fe) < - (A K)",
1

a*(fp) < ;((K — Agu)* 5 +K(1— 5)).

Im Fall uw = oo gilt fiir die oberen Preise dieser Finanzderivate

d 1
* Ag- (1 —— Apd — K)T- =
a*(fe) < Ap-(1 p)+(0 ) »

(f) < (K — Agd)*- %.

Speziell im Fall d = 0 ergibt sich

Sy
=
g
IA

A07

K
a*(fp) < —.

(fp) p
Im Fall d = min supp(PX") und u = sup supp(P}") werden die Schranken
in a) und b) angenommen. Insbesondere ist im Fall min supp(PX') = 0 und
sup supp(PX') = oo der obere Preis der europdiischen Call-Option gleich
dem Anfangsaktienkurs Ay und unabhdngig vom Austibungspreis K, und

der obere Preis der europdischen Put-Option ist gegeben durch den abdis-
kontierten Austibungspreis % und unabhdngig vom Anfangsaktienkurs Ag.

Ein direkter Beweis fiir a*(fo) < %((Aou — K)* et 4 (Agd — K)*ﬁ) im Fall
0 < d < u < oo befindet sich z.B. in [41].
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Die Grenzen Ag und % aus Korollar 4.25 b) werden als ,,upper universal arbitrage
bounds for the European call and put option“ bezeichnet (vgl. [25], Seite 18), die
obere Grenze fiir alle arbitragefreien Preise der européischen Call-Option ferner
als “Merton’s upper bound* (vgl. [43]). In Beispiel 1.16 und Bemerkung 5.58
aus [25] wird (separat) gezeigt, daBl diese oberen Grenzen angenommen werden,
falls PX1 dquivalent zum ZihlmaB auf Ny bzw. zum Lebesguemafl auf [0, 00)
ist. Mit Hilfe von Satz 4.21 konnten diese Beweise nicht nur zusammengefafit
werden; vielmehr wurde gezeigt, dafl fiir die Annahme dieser oberen Grenzen
bereits min supp(P}) = 0 und sup supp(P}) = oo hinreichend ist.

Aus Bemerkung 4.24 ergibt sich ferner eine Aussage iiber die oberen Hedges von
europdischen Call- und Put-Optionen:

Bemerkung 4.26
In der Situation von Satz 4.21 sei min supp(PX') = 0 und sup supp(PX) = cc.
Dann gilt:

a) Jeder obere Hedge H, einer europdischen Call-Option erfillt die Un-
gleichung Hy, > 1, d.h. es muf$ mindestens eine Aktie erworben werden.

Insbesondere ist der obere Hedge zum oberen Preis eindeutig bestimmt durch
Hy = (1,0)".

b) Jeder obere Hedge Hy einer europdischen Put-Option erfillt die Un-
gleichung Hy1 >0, d.h. es darf kein short-selling in der Aktie stattfinden.
Insbesondere ist der obere Hedge zum oberen Preis eindeutig bestimmt durch
Hy = (0, %)t, wobei K den Austibungspreis der Option bezeichne.

Im n-Perioden Aktie/Bond Modell ergeben sich fiir européische Call- und Put-
Optionen dieselben oberen universellen Arbitragegrenzen wie im Ein-Perioden
Aktie/Bond Modell; fiir européische und amerikanische Call-Optionen stimmt
die universelle Arbitragegrenze dariiberhinaus iiberein:

Satz 4.27
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C¢ = (Ao, Y: — K)* die
Auszahlungsfunktion einer europdischen Call-Option, CT = (K — Ao [, Yi)"
diejenige einer europdischen Put-Option und C¢ = ((A; — K)M)kego,..,

Auszahlungsprozefs einer amerikanischen Call-Option mit Ausiibungspreis K.
Dann gilt:
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

a) a*(CY) < Ay und a*(CY) < Ay, d.h. der obere Preis der Call-Optionen ist
nicht grofler als der Anfangsaktienkurs.

b) a*(CT) < a, K, d.h. der obere Preis der Put-Option ist nicht gréfier als der
abdiskontierte Ausiibungspreis.

Beweis: Obere Hedges fiir die Call- bzw. Put-Optionen sind z.B. gegeben durch
HC = ((1,0)%,...,(1,0)%,(0,0)") bzw. H” = ((0,,,K)", ..., (0, a, K)*, (0, 0)").
O

Existiert zumindest ein Faktor Y; mit min supp(P ')=0 und sup supp(PY ) =00,
so konnen die oberen Schranken angenommen werden:

Satz 4.28
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell gelte P, ~ @, PYi, und es existiere
mindestens ein j € {1,...,n} mit min supp(Pg,/j) = 0 und sup supp(Pw ) = 0.
Dann folgt:

a) Der obere Preis jeder europdischen Call-Option betrigt a*(CS) = Ay.

b) Der obere Preis einer europdischen Put-Option mit Ausibungspreis K ist
gegeben durch a*(CF) = a, K.

¢) Der obere Preis jeder amerikanischen Call-Option betrigt a*(C°) = A,.

Beweis: Sei j€{1,...,n} gegeben mit min supp(P 7)=0 und sup supp(P 1) =o0.
Dann existieren Folgen (d;x)ken in supp(Pa’) U (0,1 + r;) sowie (ujr)ken in
supp(PJj) U (14 rj,00) mit dj | 0 und u;; T oo. Fiir ¢ # j folgt aus der
Arbitragefreiheit des Modells, dafi entweder P, (Y; = 1 4+ r;) = 1 oder sowohl
PYi((1 +r;;00)) > 0 als auch PYi((0,1+r;)) > 0 gilt.

Sei I; := {i € {1,...n}\{j} : |supp(PY)
sowohl ein d; € (0,1 + ;) N supp(PY?) als auch ein u; € (1 + 74, 00) N supp(Pri).
Analog zum Beweis von Theorem 2.2 ergibt sich nun unter Verwendung von
Lemma 2.6 und Ausnutzung von P, ~ @, P} fiir jedes k € N die Existenz
einer Folge von dquivalenten MartingalmafBien (Q )men mit

Qk,m L’ Qk,O = ®(QU25M + qd; (Sd ) (q% kéu] k + Qd] kdd] k ® ® 51+7“Z~>

i€l ¢ I;U{5}

. . 1 . . .
wobei q,, = 1:’"1(1_1 =1-gqq,i€l;,und q,;, = 7:: d;: =1—qq,, gilt (mit ®

ist dabei die ,richtige” Reihenfolge bei der ProduktmaBbildung gemeint).
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Der obere Preis einer européischen Call-Option mit terminaler Auszahlung C¢ =
(A, — K)* erfiillt gem#B Satz 4.27 die Ungleichung a*(CS) < Ay < oo. Ferner
ist die Auszahlung C¢ nach unten durch Null beschrinkt, so da aufgrund der
upper hedging duality
a*(C€) = sup EganCC)
QP

gilt. Aus der schwachen Konvergenz von (Qgm)men gegen Qo folgt wegen der
Beschranktheit und Stetigkeit von g(x) = (K — z)* auf [0, 00) nun

= AB,— K+ Eq, (K —A,)"
" AoBy — K + Egy (K — Ay)*

= EQk,o(An - K)+’

k,

und es ergibt sich mit X ::i>€<Ij{di, ui}kigég(U {j}{l +r;} und Xy = Xx{d;x, ujx}

(wobei mit x wieder die ,richtige* Reihenfolge der Faktorenmenge gemeint ist)

sup Eq, ,, (an(A, — K)) > lim Eq,  (an(A, — K)")

meN m—oo

— Z an(AOHyi—K)+'HQyi'q?Jj
1

(Y155Yn) EX i= i€l
fir alle k € N.

Fir (y1, ..., ¥j—1,Yj41, -, Yn) € X gilt zum einen wegen limy_.o d;j = 0

k—oo

i#j icl; icl;

und zum anderen wegen limy oo wjx qu;,, =1+ 75

K
(Ao Hyi CUjk — K)+ : H Qy; " Qu; p, = (Ao Hyz - u_)+ “Ujkuyy, H Qy;
i iel; i#j ak i€l;
k—o0
i#j i€l;

Damit folgt

S A0 ] wwea, == > Ao [ Twi [ w1 475)

(Y1, yn)E€X =1 i€l YLy oY= 1Y 15eYn ) EX  1£] 1€}

= AOBTH



4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

und man erhilt schlieSlich zusammen mit Satz 4.27

Ay > a*(CY) sup Fg(a,C9)

QeP

v

sup sup EQk’m(anCS)
keEN meN

> lim lim Eg, , (0,CS)

k—o0 m—o00

= AO-

Fiir die européische Put-Option mit Ausiibungspreis K ergibt sich aus der Zer-
legung (K — A,)" = (K — A,) + (4, — K)7 fiir jedes Q € P

Eg(an(K — A)Y) = anK — Ag + Eg(an(A, — K)Y),
und aus der upper hedging duality erhédlt man nun

a*(C’f) = sup Eg(a, (K — A7) = a, K — Ag + sup Eg(a,(A, — K)") =a,K.
QeEP QeP

Mit denselben Methoden wie im Beweis von Theorem 3.12 148t sich zeigen, dafl
der abdiskontierte Auszahlungsprozef3

der amerikanischen Call-Option mit Ausiibungspreis K unter jedem &quivalenten
Martingalmafl ein Submartingal beziiglich des Informationsverlaufes bildet. Das
Optional-Sampling Theorem liefert daher

sup sup Fg(a,CY) = sup Eg(a,CS) = Ay,
QeP reT Q€eP

so da} aus der upper hedging duality fiir amerikanische Optionen schlieflich
a*(CY) = A, folgt.
OJ

4.2.2 Der beschrankte Fall

Fiir die Schranken dy, ..., d,, und wuy, ..., u,, mit
supp(Pu) Cigl[di, u;]

gelte zusitzlich 0 < d; < 1+ r; < u; < oo fiir alle ¢ € {1,...,n}. Dann lassen
sich die in Satz 4.27 angegebenen Abschéitzungen der oberen Preise von Finanz-
derivaten mit regelméfigen Auszahlungen, die iiber komponentenweise konvexe
Funktionen von den Faktoren Y7, ..., Y, abhéngen, verbessern.
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Im dritten Kapitel wurde bereits gezeigt, dafl alle arbitragefreien Preise, die unter
Verwendung von dquivalenten Martingalmaflen aus der Menge

Pi={QeP: Q") =R Q"}
i=1

berechnet werden, nicht gréfler sind als die fairen Preise dieser Finanzderivate im
auBeren Binomialmodell mit Parametern dy, ..., d,, uq,...,u, und r,...,7,.

Diese berechnen sich unter Verwendung der in Abschnitt 3.25 von [33] ange-
gebenen allgemeinen Bewertungsformeln wie folgt:

Bemerkung 4.29
Sei C ein Finanzderivat mit regelmdifigen Auszahlungen in einem n-Perioden
Binomialmodell mit Parametern dy, ..., d,, ui,...,u, und ri,...,7,, wobei

O<d;<1l+r<u <o

fir alle i € {1,...,n} gelte. Weiterhin existiere fiir jedes k € {1,...,n} eine kom-
ponentenweise konvexe Funktion f, : R¥ — R mit C, = fu(Y1,...,Ys). Mit
Qu; = % =: 1 — qq, ist der faire Ausgabepreis des Finanzderivates dann

gegeben durch

~

J
aoBM<g> = Z Z O‘jfj(yh---,yj) 'qu?
je{l,...n i=1

} (y17..~7y1)€i l{di:ui}

X

und fir k € {1,...,n — 1} betrigt der faire Handelspreis des Finanzderivates im
Zeitpunkt k

J
a?M(g) = Z Z ; Bko‘jfj(}/l? "'7Ykayk+17 “'7yj> ' H Ay,

R S O R G i=h+1

)

Mit Hilfe des convex-ordering (vgl. Kapitel 3) 148t sich die Ungleichung

Eo() axCy) < ag™(C)
k=1

sogar fiir alle QQ € P beweisen:
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Satz 4.30
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell gebe es dy, ...,d, und uy, ..., u, mit
0<d; <141 <u; <oo firalel <i<mn, so dafy

supp(P) C i&[di, u;]

gilt. Weiter sei C = (Ch,...,C,) ein Finanzderivat mit regelmdfigen Aus-
zahlungen, wobei Cy, fir jedes k€ {1,...,n} iber eine komponentenweise konvexe
Funktion f, : R¥ — R wvon den Faktoren Yi,...,Y; des Aktienpreisprozesses
abhdngt. Dann gilt fiir den oberen Preis von C

a*(C) = sup Eg() _ a,Ci) < af™(C),
QeP i=1

wobei af™(C) den fairen Preis des Finanzderivates in einem Binomialmodell

mit dem gleichem Anfangsaktienkurs und Parametern dy,....d,, uy,...,u, und
T1,...,Tn bezeichne (vgl. Bemerkung 4.29).

Beweis: Die Gleichung a*(C') =supgep Eq(3 i, i C;) folgt sofort aus Satz 4.14.
GemaB Satz 4.1 und Bemerkung 4.8 entspricht der obere Preis des Finanz-

derivates mit Auszahlungen C4, ..., C,, demjenigen eines Claims mit terminaler
Auszahlung D,, = >~} _, a,CyB,,. Dabei gilt D,, = g,,(Y1, ..., Y,,) mit g, : R" — R,

gn(y17 cey yn) = Z akfk(yla ) yk)Bna

k=1

und die komponentenweise Konvexitdt von fi, ..., f,, iibertragt sich auf g,. Es
kann daher 0.B.d.A. C; = ... = C,,_1 = 0 angenommen werden.

Sei nun @ € P. Fiir alle k € {1,...,n} folgt aus Eg(apAk|Fi—1) = ap—1A45-1
Q-f.s.
/ id dQYk\(Y1,---,Yk—1):(y17---7yk—1) =147 = py Q(Yh---,Yk)_f_S” (%)

[dk ﬂuk}

Weiter gilt aufgrund der komponentenweisen Konvexitét fir alle i € {1,...,n}
und (Y1, -, Yn) €i>—<1[di’ w;] die Ungleichung

yi — d; Ui — Yi
n y e Yn = n y ey Yi—1y, — ;7 " Uyg 'di> i+1y -5 Yn
falyrs s yn) faln Yimt g it i b Yn)
yi — d;
< “Jn y ey Yi—1y Wiy Y41y -+ Yn
S ui—dif(yl Yi—1, Ui, Yit1 Yn)
Ui — Y
+ u; _dZ 'le(yh"'7yi—17di7yi+17"'7yn>‘
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Hieraus ergibt sich mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir bedingte Verteilungen (vgl.
z.B. [1], Satz 53.8 und Korollar 53.9)

Eq(C,) = // FaW, ey yn) dQYH 1Y )=(0ntin=1) (g ) QY1 (yy)

[dl 7“1] [d’ﬂvun}

Un —Yn Yn—dp >
< | .. 1) + o U
/ / < _dnfn(yl’ ' Yn 1’dn) u, dnfn(yla » Yn laun)

dQYnI(Y1 ..... Yo—1)=(y1,.- y”*l)(yn)...del(yﬂ

(*) —Pn pn_dn )
/ / Un_d fn Yty -y Yn— I;d )+ un_dnfn(y17...’yn71,'u,n>

[di,u1] [dn—1,un—1]

dQYn—1|(Y1 ,,,,, Yn—2)=(y1,---, yn—Q)(yn71> dQYI (yl)

/ / <anfn(y1>--~7ynfladn)+q1tnfn<y1a---vyn*1>un)>

[dhul] [dﬂ—lvun—l]

dQYn—1|(Y1 ,,,,, Yn—2)=(y1,---, yn—Q)(yn71> dQYI (yl)

mit q,, = 1::"7‘1” =1 — qq,, und man erhilt sukzessive

EQ(Cn) < Z fn(ylv"'vyn)'HQyi
=1

n
(Y15eYn) e,xl{di,ui}
1=

mit g, = S0=% =1 — gy, fir i € {1,...,n}.

Ui—0d;

Die 6konomische Folgerung aus Kapitel 3, dafl im Fall beschrénkter Faktoren der
Preis eines Finanzderivates C'mit komponentenweise konvexer Auszahlungsfunk-
tion nicht grofler sein sollte als sein eindeutig bestimmter fairer Preis im dufleren
Binomialmodell, 148t sich nun mit Hilfe von Satz 4.30 bestédtigen bzw. prézi-
sieren. Zum einen sind alle arbitragefreien Preise dieses Claims im Aktie/Bond
Modell nicht gréBer als af™(C'), zum anderen existiert ein oberer Hedge, dessen
Anfangspreis nicht grofier als af* (C) ist. Daher sollte der Ausgabepreis von C
im Aktie/Bond Modell nicht groer sein als der faire Preis dieses Claims im &ufle-
ren Binomialmodell.
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Bemerkung 4.31
Die Aussage von Satz 4.30 gilt insbesondere fiir

a) Optionen mit terminaler Auszahlung der Form C, = f(Ao][;_,Y;) mit
einer konveren Abbildung f : R — R, wie zum Beispiel

i) eine europdiische Call-Option mit festem Ausibungspreis
(f(z) = (x — K)" fir ein K >0),

i1) eine europdische Put-Option mit festem Austibungspreis
(f(x) = (K —z)" fir ein K >0);

b) eine arithmetische asiatische Option mit konvexer Auszahlungsfunktion f,

d.h. fir Cu = 23" f(AoTThs, Ya)s

c) eine Standard Lookback-Option mit konvexer Auszahlungsfunktion f, d.h.

.....

i) eine Lookback Call-Option mit festem Ausiibungspreis
(f(x)=(z — K)* fir ein K >0),

i) eine Lookback Put-Option mit festem Austibungspreis
(f(x) = (K —2)" fir ein K >0);

d) 1) eine Lookback Put-Option mit beweglichem Ausiibungspreis, d.h. fiir
Cn = max;—,. ., n(Ao szl Yk) — Ay HZ:1 Yy,
i1) eine Lookback Call-Option mit beweglichem Ausibungspreis, d.h. fiir

Der Beweis von Satz 4.30 besitzt jedoch zwei gravierende Nachteile. Zum einen
148t er sich i.a. nicht direkt auf amerikanische Optionen mit komponentenweise
konvexen Auszahlungsfunktionen iibertragen, da bei diesen iiber Mengen der
Gestalt

{r=k}N X [di, us]

mit 7 € 7 integriert wird, und sich daher (%) bei Anwendung des Satzes von
Fubini fiir bedingte Verteilungen nicht ohne weiteres anwenden l&t. Zum ande-
ren liefert er keine konstruktive Bestimmungsmoglichkeit fiir einen oberen Hedge
zum Preis o™ (C).

Als wesentlich geeigneterer Ansatz erweist sich die Losung des dualen Problems,
d.h. die explizite Konstruktion eines oberen Hedges mit Anfangspreis af"™(C).
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Dafiir wird zunéchst die Gestalt eines Hedges fiir ein Finanzderivat mit termi-
naler Auszahlung in einem vollstéindigen Binomialmodell nédher untersucht:

Bemerkung 4.32 (vgl. [33], Abschnitt 3.26)

Gegeben sei ein Binomialmodell mit Anfangsaktienkurs Ao und Parametern
di,...;dy, Uy, ..., Uy, und ry,...,7,, wobei 0 < d; < 1+ 1r; < u; < oo fir alle
i € {1,...,n} gelte. In diesem Modell werde ein Finanzderivat mit terminaler
Auszahlung C,, gehandelt. Dann lafit sich ein Hedge fiir diesen Claim wie folgt
konstruieren:

L n=1 . o N )
Fiir g1 = (Y1, s yn-1) € X {di, ui} seien Hy g1 (Y1) und Hy_y2(Yn1) die
eindeutig bestimmten Lésungen von

n—1 n

anl,l(gnfl) : H Y; - unAO + Hn71,2<gn71) : H(l + ri) = C(yla cy Yn—1, un)7
i=1 i=1
n—1 n

Hn—l,l(gn—l) . H Yi dnAO + Hn—1,2<gn—1) : H(l + ri) = C(yla oy Yn—1, dn)
i=1 i=1

k—1
Firn—1>k>2und §i—1 = (Y1, Yp_1) € ,>_<1{dl-,u,~} sei weiter Hy_1(—1)
festgelegt durch

k—1 k
Hy—11(J-1) - Hyz ~upAo + Hi12(Yk-1) - H(l + ;)
i=1 i=1
k—1 k
= Hpa1(Yh-1,u) - Hyl ~upAo + Hi o (Yr—1, ug) - H(l + 1)
=1 i=1

und

k—1
Hy11(foa) - [Jwi - dedo + Hico(Ger) - [JQ+70)
=1

i1
k-1 k

= Hp1(Ye—1,dg) - Hyi - drAo + Hy 2 (Y-, di) - H(l +75).
i=1 i=1

SchliefSlich gelte

Hyq-ui Ao+ Hopg - (14+r) = H1,1(U1) “upAg + H1,2(U1) (147r)
HO,l . d1A0 + Ho,g . (1 + 7"1) = Hl,l(dl) . dle + HLQ(dl) . (1 + 7’1).

Dann liefert H mit Hy = (Hy,10(Y1, ..., Yy), Hi20(Y1, ..., Y3))! fir allek € {1, ...,n}
und Hy = (Ho1,Ho2)" einen Hedge fiir das Finanzderivat (wobei Yi,...,Y, die
Faktoren des Binomialmodells seien).
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Die Aussage von Satz 4.30 ergibt sich ebenfalls durch Losung des dualen
Problems:

Theorem 4.33

In der Situation von Satz 4.30 existiert ein oberer Hedge fiir C' mit Anfangspreis

agM(Q). Folglich gilt fiir den oberen Preis des Finanzderivates

) = sup E, « <aBMC'.
( P QZ%% 0 N)

Beweis:AO.B.d.A. gelte C; = ... = C,_1 = 0. Andernfalls betrachte man den
Claim C' = (0,...,0,> ", &;C;B,), dessen Endauszahlung iiber eine komponen-
tenweise konvexe Funktion von den Faktoren des Aktienpreisprozesses abhéngt
(wie im Beweis von Satz 4.30 gezeigt wurde). Fiir jeden oberen Hedge H von C
liefert dann H, festgelegt durch

HO HO)
Hy, = (Hk 1 Hgs =S8 aici)ta 1<k<n-1,
H, = H =0,

einen oberen Hedge von C mit gleichem Anfangspreis.

Weiter sei = (0,00)" der Grundraum und Y7, ...,Y,, die Koordinatenprojek-
tionen, n
S=((Ao, 1)\, (AY1, B1)', oo (Ao [ [ Vi, Bn)")
i=1

der Preisprozef (mit B; := 1+, 1 < i < n), P, das Wahrscheinlichkeitsmaf
des n-Perioden Aktie/Bond Modells und

QO = ®<Qu16ul + Qdiédi)

i=1

mit q,, = 1;” dll = 1 — qq4, das eindeutig bestimmte dquivalente Martingalmaf

des aufleren Binomialmodells.

Die Existenz eines oberen Hedges H mit Anfangspreis HS, = abM (C) wird

induktiv bewiesen; die grundlegende Idee besteht dabei darin, zu jeder moglichen
Realisierung (y1, ..., yx) von (Y1, ..., Yy) das Portfolio Hy(y1, ..., yx) zu bilden, wel-

ches zum Hedge der Option in einem Binomialmodell mit Anfangspreis Ag Hle Yi

und Faktoren Yj1, ..., Y, sowie dquivalentem Martingalmaf Qéy’““ """ Yo

und dann im Aktie/Bond Modell die Handelsstrategie

gehort,

(HOa Hl(}/l)a sy Hn—l(}/la sy Yn—1)7 0)

auszuiiben.
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n =1: Die Existenz eines oberen Hedges (Hy, H1) mit H\Sy = af™(C) wurde
bereits im Beweis von Satz 4.21 a) gezeigt; man wéhle H; = 0 und

W= £ fdu— f)d,
Ho= Q= plu=aq) )

n>2: Sei EI der geméfl Bemerkung 4.32 konstruierte Hedge des Claims mit
terminaler Auszahlung

Cn = fn(}/ia "'7Yn>

im (vollstéindigen) Binomialmodell, d.h. H erfiille
i) ﬁéso = ag™(C),
i) 6:(H)=0 Qufs.,1<i<n—1, und
i) 6(H) = fu(Y1, ., Yn)  Qo-Fs..
Aus iii) ergibt sich
anHYS) = Eqy(andn(H)|F1) = Egy(an fu(Yi, -, Ya) IF1)  Qo-fs.,

und zusammen mit der Unabhéngigkeit von Y7, ..., Y, unter ), folgt

H0,1A0U1 + HO,2Bl = Z Blanfn<u17 Y2y .-y yn) ) H Qy; »
(Y2,+-5yn) €i>:<2{di,u¢} i=2

HoyAody + HopB1 = Z Biay, fo(di, Yo, - Yn) - qu-
(Y2,--5yn) €i>:<2{di,ui} i=2

Analog zum Fall n = 1 liefert die Konvexitéit von y; — f.(y1, Y2, -, Yn)
H(t) ' (A()yl; Bl)t Z Zn Blanfn(yly Y2, 7yn) : Hle
(y2,--5yn) €i>:<2{di7ui} i=2
fir alle y; € [dy, uy].

Fiir jede Realisierung y; des Faktors Y; aus dem zugrundeliegenden Aktie/Bond
Modell betrachte man nun das (n — 1)-Perioden Aktie/Bond Modell mit Preis-
prozef3

((Aoyr, B1)', (Aoyi Yo, Bo), ..., (Ao H Yi, B,)").
=2
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung (angewendet auf f,_q1,, (Y2,...,Y,) =

Jn(y1,Ys,...,Y,)) existiert in diesem Modell eine Handelsstrategie H(y;) mit
Anfangspreis

()" - (Aoyr, Br)' = Z Bian fu(y1: Y2, s Yn) - HQy“
i=2

n
(y2,--yn) € X Q{di,ui}
1=

welche einen oberen Hedge fiir f,(y1, Ys, ..., Y,) in diesem (n—1)-Perioden Modell
darstellt.

Das Portfolio ﬁlk(yl,ifg, .., Y%) wird dabei fir k € {1,....,n — 1} gem&f Induk-
tionsvoraussetzung dadurch festgelegt, dal man fiir jede Realisierung (ys, ..., yx)
von (Y, ...,Ys) das (n — k)-Perioden Aktie/Bond Modell mit Preisprozef

AoHyz,Bk AOHyz Yitt, Bet1)'s -, H H Y, B,)"
i=1 =1 i=k+1

betrachtet und anhand der in Bemerkung 4.32 beschriebenen Konstruktion das
Portfolio Hy(y1, ..., yx) bildet, welches zum Hedge des Claims mit terminaler Aus-
zahlung f,,(y1, ..., Yk, Yit1, .-, Yn) im zugehorigen (n—k)-Perioden Binomialmodell
mit Preisprozef3

AOHyz7Bk AOHyZ Yis1, Bey)', - A()Hyz H Y;, B,)"
1=1 i=k+1
gehort. Aus der in Bemerkung 4.32 beschriebenen Konstruktion des Hedges und

der MeBbarkeit von f, folgt, die MeBbarkeit von (yi, ..., yx) +— I/-jk(yl, ey Yk), SO
dal zum einen

j:[k:(yla }/27 sy Yk’) = ﬁ—k’(yby% sy yk) o (}/Qa seey Yk)
mefbar beziiglich (Y3, ..., Yy) ist, und zum anderen
He(Ye, .., Vi) == Hi(yn, Yo, .., Yi) o Y3

meflbar beziiglich Fj, ist.

Im zugrundeliegenden n-Perioden Aktie/Bond Modell betrachte man nun die
Handelsstrategie H mit H, = Ho, H, = Hk(Yl,... Vi), 1 <k <n-—1, und
H,=0.
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Dann erfiillt A die Bedingungen
i) 0o(H) = —ag™(C),
ii) 0y(H) = Hy- (A1, Br)' — Hi(V1)' - (AgYs, B1)' > 0 Purts,,
iii) 0x(H) >0 Py-fs., 2<k<n-—1,
iv) 0,(H) > f(Y1,....Y,) Pu-ts.

und bildet damit einen oberen Hedge mit Anfangspreis af™ Q).
O

Der Beweis von Theorem 4.33 hat gegeniiber dem dualen Beweis von Satz 4.30
nicht nur den Vorteil, dafl der obere Hedge konkret bestimmt wird; vielmehr 143t
sich die Beweisidee sofort auf amerikanische Optionen iibertragen. Zunéchst ist
daher zu kléren, wie diese in vollstdndigen Modellen bewertet und abgesichert
werden:

Satz 4.34 ([33], Abschnitt 4.11)

Sei C der Auszahlungsprozef$ einer amerikanischen Option in einem arbitrage-
freien und vollstindigen n-Perioden Modell mit dquivalentem Martingalmafl Q,
wobei Cy, € L1(Q) fiir alle k € {0,...,n} gelte. Dann betrigt der faire Ausgabepreis

der Option

ao(g) = Sup EQ(QTOT)7
T€T

und zum Zeitpunkt k € {1,...,n — 1} betrdigt der faire Handelspreis der Option
ai(C) = sup BrEg(a.C- | F).

>k

Beweis (vgl. [33], Seite 88 f.): Zu zeigen ist die Existenz eines Hedges H mit
Anfangspreis H{Sy = sup,c; Eg(a,C:). Sei U Snell’s envelope zum abdiskon-

.....

1) Un = Oéncm
ii) Uk:akckvEQ(Uk+1‘fk), n—1>k>1,
111) U(] = OéoC() V EQ(U1>
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

-----

und besitzt die Doobsche Zerlegung U = M+ D, wobei M ein Martingal beziiglich
@ bildet und D antiton ist mit Dy = 0. Genauer gilt (vgl. [33], Abschnitt 2.21)

My, =Uy+ > (Ui = EQ(Ui|Fir1)), Di=> (Eq(UilFim1) — Uiy)

i=1 =1
fir 0 <k <n.

Sei weiterhin H der nach Voraussetzung existierende Hedge des Claims

. M,
C=(0,...,0,=2).

n

Aufgrund der Selbstfinanzierung von H gilt dann fiir alle k& € {0, ...,n}
apH Sk = Eq(andn(H)|Fi) = Eq(M,|Fi) = My, > Uy > a,Cy  Py-fs..
Betrachtet man nun die Ausiibungsstrategie
7 :=inf{j > 0:U; = a;C}},

so gilt fiir k € {0, ...,n} und i € {0, ..., k—1} auf der Menge {7* = k} offensichtlich

Ui = a,C; V Eq(Ui1|F) > oGy
und somit U; = Eg(U;11|F;) P,-f.s.. Hieraus ergibt sich

e HE Sl irocy = M1y = Uplecgy = apCilireepy

fir alle k € {0, ...,n}. Zusammen mit dem dynamic programming theorem ([14],
Theorem 3.2) folgt fiir die Handelsstrategie H schliefllich

1) HSo = Uy = sup,er Eq(a;Cr),
2) HiSy > Cy P,fs. fir alle k € {0,...,n} und
3) HL.Sw = Cs,

d.h. H bildet den gesuchten Hedge.

Fiir einen Handelszeitpunkt & € {1, ...,n— 1} betrachte man den , verbleibenden*
Claim mit Auszahlungsproze$ (0, ..., 0, Ck, ..., C,); dann folgt analog die Existenz
eines Hedges mit H mit H|Sj = sup,-; Eq(a,Cr|Fy).

O
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Der faire Ausgabepreis einer amerikanischen Option kann im Binomialmodell
mit Hilfe einer Rekursion berechnet werden. Unter Verwendung der Theorie des
optimalen Stoppens ergibt sich analog zum Beispiel 4.20 in [33], in dem ein ameri-
kanischer Put in einem Cox-Ross-Rubinstein Modell betrachtet wird, die folgende

Bewertungsformel:

Bemerkung 4.35

Sei C= (fo, f1(Y1), ..., fu(Y1, ..., Y2)) der Auszahlungsprozefs einer amerikanischen
Option in einem arbitragefreien und vollstindigen Binomialmodell mit Para-
metern dy, ..., dy, Uy, ..., U, und ry,...,r,. Weiter seien hy := fy sowie h; := «; f;

und qy, == % =:1—gqq, firi=1,...,n. Definiert man schlief§lich @, 1, ..., ag

rekursiv durch

U1 (U1, ey Un—1) = Quy P (U, ooy U1, Un) + Gy, B (U ey U1, di),

E1'\71—1(d17'-'>dn—1) == Qunhn<d17---adn—laun)+qdnhn(d1>"'adn—ladn)7

an—2(u17 ey un—2) = Qu,_4 max{hn—l(uh vy Up—2, un—l)aan—l(ula ceey Up—2, un—l)}

-+ dd, 1 max{hn,l(ul, ey Up—29, dnfl), (anl(ul, vy Up—9, dnfl)},

an_g(dl, ceey dn_g) = Qu,_, max{hn_l(dl, ceey dn_z, Un_l),/a\n_l(dl, P dn_g, U,n_l)}

+ qd, 1 max{hn—l(dlu sy dn—2a dn—l)u /a\n—l(dlu sy dn—2a dn—l)}a

EL\1(U1) = (ug max{hz U1,U2),52(U1,U2)

+ qa, max{ha(u1, ds), ao

(

( )
a1(dy) = qu, max{ha(dy,us), as

(d1, d)

(

+ qa, max{hy(di, dy), az(dy, da)},
ZL\O = Qu max{h1 Ul),al (Ul)} + qd, maX{hl(dl),al (dl)},

dann betrdgt der faire Ausgabepreis der Option

abM(C) = max{dy, ho}.

Als Analogon zu Theorem 4.33 ergibt sich nun:

152



4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Theorem 4.36
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell gebe es dy, ...,d, und uy, ..., u, mit
0<d; <141 <u; <oo firalel <i<mn, so dafy

supp(Pw) C i&[di, u;]

gilt. Weiter sei C = (Cy,...,C,) der Auszahlungsprozef einer amerikanischen
Option, wobei fir jedes k € {1,...,n} Cy dber eine komponentenweise konveze
Funktion f, : R¥ — R wvon den Faktoren Yi,...,Y; des Aktienpreisprozesses
abhingt. Dann existiert ein oberer Hedge fir C' mit Anfangspreis af™(C),
wobei aFM(C') den fairen Preis des Finanzderivates in einem Binomialmodell
mit gleichem Anfangsaktienkurs und Parametern dy, ..., d,, U1, ..., U, und ry, ..., 7,
bezeichne (vgl. Bemerkung 4.35). Folglich gilt fiir den oberen Preis der Option

@*(C) = supsup Fq(arCy) < af¥(C).
QEP €T

Beweis: Die Bezeichnungen seien wie im Beweis von Theorem 4.33 gewahlt. Die
Existenz eines oberen Hedges mit Anfangspreis H{Sy = af™(C) wird induktiv
bewiesen. Die grundlegende Idee besteht wieder darin, fiir jede mogliche Reali-
sierung (y1, ..., yx) von (Y1, ..., Yy) das zum Hedge der Option im (n — k)-Perioden
Binomialmodell mit Preisverlauf

AOHyzaBk ,AOH% Yk+1,Bk+1 y e AOHZ/@ H Yz,B
i=1 =1 i=k+1

und dquivalentem Martingalmafl Q(()Y’““ gehorige Portfolio Hy (v, ..., Yk)
auszuwihlen und dann im n-Perioden Aktie/Bond Modell die Handelsstrategie

(Ho, H1(Y1), ..., Hy(Y1, ..., Y2))

auszuiiben.

n =1: Man definiere U = (U, Uy) durch

Ui(Y1) = aifith),
UO = OO\/EQO(UI(}/I))?

d.h. als Snell’s envelope von (a;Cy)r—o,1 beziiglich Q. U besitzt dann beziiglich
Qo die Doob-Zerlegung U = M+ D, wobei My = Uy, Dy = 0 sei und

My (Y1) = Ui(V1) — Eq,(Ui(Y1)) + U,
Dy = Eqg,(Ui(Y1)) — Us.
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Sei EI ein Hedge von (0, ];4—11) im Ein-Perioden Binomialmodell mit Parametern

dy,uq und rq, konstruiert wie in Bemerkung 4.32. Dann erfiillt ﬁ]o die Bedingun-
gen

i) HiSy = Uy = aPM(0),
i) HLSy > Cy und
iii) ﬁé - (Apuy, B1)t > fi(u;) sowie ﬁ(t) < (Apdy, By)t > fi(dy),

woraus zusammen mit der Konvexitét von f; (analog zum Beweis von 4.21 a))
schlieBlich H} - (Agy1, B1)' > fi(yy) fiir alle y; € [dy, uy] folgt.

Im Aktie/Bond Modell bildet folglich die Handelsstrategie H mit Hy = Hy = ﬁo
einen oberen Hedge fiir die Option mit Anfangspreis a* (0).

n > 2: Im Binomialmodell wird analog zum Beweis von Satz 4.34 ein Hedge H
konstruiert. Aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit von Y7, ..., Y, unter Qg
148t sich Snell’s envelope zum abdiskontierten Auszahlungsprozef3

(C(J; Oélf1<}/1), ceey Oénfn(le; ceny Yn))

festlegen durch

Un(Yi,...Y,) = anfa(Y1,....Y0),
Us(Y1,.., i) = arfe(V1, ., Vi) V EQo(Ukt1 (Y1, o Y, Yir1)) © (Y, -, Ya),
n—1>k>1,
Uy = CoV Eq,(Ui(Y1)),
d.h. man kann Eg, (Uk+1(y1, -, Yk, Yit1)) als Version des faktorisierten bedingten
Erwartungswertes Eq,(Ug+1(Y1, ..y Yi, Yer1) (Y1, ., Ye) = (y1,...,yx)) wilhlen.
Ferner sei
U=M+D

mit

My = Uy, Do = U,

k
M, = Z [U}(Yi, ,Y;) - EQ0<Uj(y17 "'7yj717Y'>> © (Yi? "'7}/}*1”
=2
+Ui(Y1) — Eg, (U1 (Y1)) + U,
k
D, = Z [EQO(Uj(yl, ...,yjfl,Y')) o (Y'l, ---,Y}—l) - Ujfl(th "'7}/}*1”

<
Il

+ Eq,(U1(Y1)) — Uo
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

die Doobsche Zerlegung von U. Weiter sei EI der (geméfi Bemerkung 4.32
konstruierte) Hedge des Claims

im Binomialmodell. Dann erfiillt das Portfolio f[o die Bedingungen
1) ﬁSSO == EQo(anan) = EQ()(Mn) = MO = UQ = CI,OBM(Q) Qo—f.S.,

2) a1 HS = Eqq(anda(H) | Y1)
= Egy(anCy | V1)
= Eq,(M, | Y1)
= M,
= U1(Y1) — Eq,(U1(Y1)) + Uo
>Ui(Y1) Qo-fs.,

3) HLS, > f1(Y1) Qo-fs..

Als néchstes wird gezeigt, dal die Abbildung

Ul : (Oa OO) - Rv Y1 — max{alfl(yl)’ EQO(UQ(yb }/2))}

konvex ist. Da fiir zwei konvexe Funktionen g und h sowohl g + h als auch g V h
konvex ist, reicht es wegen

EQO(UQ(yh E)) - UQ(I, UQ)QHQ + U2(‘/E7 d?)ng
zu zeigen, dafl die Abbildung

y1 — Ua(yr,y2) = o fo(yr, y2) V (Us(y1, Y2, d3)qay + Us(y1, Y2, us) qu, )

fiir yo € {ds, us} konvex ist. Sukzessive ergibt sich daher die Konvexitéit von U
aus der nach Voraussetzung gegebenen Konvexitét von

Y — Un(ylay% ---,Z/n> = Oénfn(ylay% -"ayn>

fir alle (yo, ..., yn) Ei>32{di,ui}. Fiir jede Realisierung y; € [dy, u1] von Y] erhélt

man schlieBllich aus der Konvexitiat von U,
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aq - ﬁé (Aoy, B1)' = (ﬁo,l'Aoyl + ﬁ0,2'31)

—di o~ N
= 01 i = [Hoq1-Aouy + Hoo- By
up — dy
U — ~ ~
tay 20 [Ho-Aody + Hyo- B
Uy — d1
W)y —dy Ut — Y1
> U Ui (d
Z i —d, 1(ur) + - 1(dh)
> Ui(y1)
> a1 fi(n),

d.h. es gilt
4) HY- (AoYy, By)t > O%U1(Y1) P,fs.,
5) Hi - (AoY1, B1)' > fi(V1) Purks..

Fiir jede Realisierung y; von Y; betrachte man nun das (n—1)-Perioden Aktie/
Bond Modell mit Preisprozefl

((Aoyr, B1)', (Agy1 Yo, Bo)', ..., (Aoyn H Yi, B,)").
=2

In diesem existiert geméfl Induktionsvoraussetzung ein oberer Hedge

H(yr) = (Hy (1), Ha(y1, Ya), ooy Hoo1 (91, Yo, oo, Yo 1), 0)

zur amerikanischen Option mit Auszahlungsprozefl

(Sr(ya), Loy, Y2), s fulyn, Ya, -, Vi),

dessen Anfangspreis sich wie folgt berechnet:

Das dquivalente Martingalmafl im zugehorigen (n—1)-Perioden Binomialmodell

ist gegeben durch @, = Q, " ). Snell’s envelope zum abdiskontierten Aus-
zahlungsprozel im Binomialmodell 148t sich dann festlegen durch

l/jn(ylay% ~'-7Yn):_fn(y17}/27 "'7Yn>7

~ o ~
Uk(ylu }/27 ceey Yk‘) - a_kfk(yla }/27 ceey Yk‘)\/EQl (Uk‘-i-l(yh Yo, ooy Yk Yk‘-l-l))o(}/Q) ceey Yk?)?

n—1>k>2,

Ui(y1) = f(1) V Eg, (U1, Y2)),
und der Anfangspreis des Hedges betrigt

~ ~ 1
Hi(y1)' - (Aoyr, B1)' = Ur(y1) = a—U1(y1)-
1
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Fir k£ € {2,...,n} wird dabei f[k(yl,Yg, ., Yg) gemif Induktionsvoraussetzung
wie folgt festgelegt: Fiir jede Realisierung (ys,...,yr) von (Y3, ...,Yy) wird das
(n—k)-Perioden Aktie/Bond Modell mit Preisprozef

AOHyz;Bk AOH% Vi1, Bera)', - AOH% H Y;, B,)'

i=1 i=k+1

betrachtet. In diesem Modell bildet man zum abdiskontierten Auszahlungsprozefl

(akfk(ylv "'7yk)aak+1fk+1(y17 "'7yk7Yk+1)7 "'7anfn(yl7 "'7yk7Yk+17 7Yn))

Snell’s envelope

(Uk(yb "'7yk>7 UkJrl(yl? "‘7yk7Yk+1>7 sy Un(yh "'7yk7Yk+17 7Yn))

beziiglich des MartingalmaBles @), := Q(()Y’““ """ ") des zugehorigen (n—k)-Perioden

Binomialmodells sowie dessen Doobsche Zerlegung mit Martingalanteil

(Mk(yla sy yk)7 Mk:-l—l(yl) coos Yk }/;i:-f—l)) cey Mn(yla ces Yk, Yk’-i—la ceey Yn))

Aufgrund der Mef3barkeit von fg, ..., f, lassen sich dabei Uy, ..., U, und My, ..., M,
so wéhlen, da8 die Abbildungen (y1,...,y%x) — Un(Y1, - Uks Yit1, -y Ym) und
(Y1 ooy Uk) = Mo (Y1s ooy ks Yier1,s ooy Yo) fur alle m € {k,...,n} meBbar sind.
Schlieflich bildet man das Portfolio H k(Y1, -, Yk ), welches zum Hedge des Claims
(0, ..., 0, My (Y1, -, Yks Yia1, .- Yn)) im zugehorigen (n — k)-Perioden Binomial-
modell gehort. Dann ist die Abbildung (yi, ..., yx) — ﬁ[k(yl,yg, .., Yr) ebenfalls
meBbar, so dafl zum einen ﬁk(yl,YQ, oY) = ﬁk(yl,yz, o Uk) © (Yo, ..., Yy) meB-
bar beziiglich o(Y5,...,Y;) und zum anderen f[k(Yl,...,Yk) = ﬁk(}ﬁ,Yg,...,Yk)
meBbar beziiglich Fj, ist.

Im n-Perioden Aktie/Bond Modell definiere man nun H durch Hy := ﬁ]() und
Hy, = Hy(y1,Ys,...Y3) oY1, 1<k<n.
Die Handelsstrategie H erfiillt dann insgesamt die Bedingungen

a

H SO - aOBM(Q>7

C

)
b) ( ) HtSl H{Slel(Yi)—H{SH:O Pw—f.S.,
) 0x(H) >0 Py,fs., 2<k<n,

)

d) HiS, > Cy Pyfs., 0<k<n

und liefert damit einen oberen Hedge fiir C' mit Anfangspreis af™ (C).

157



Kapitel 4: Obere und untere Preise in Aktie/Bond Modellen

Bemerkung 4.37

FEin oberer Hedge eines Finanzderivates mit regelmdfigen Auszahlungen Cy, ..., C,
bzw. einer amerikanischen Option mit mdglichen Auszahlungen Cy, ...,C,, die
tber komponentenweise konvere Funktionen von den Faktoren des Aktienpreis-
prozesses abhdngen, zum Anfangspreis a(?M(Q) laft sich gemdf$ dem Beweis von

Theorem 4.33 bzw. Theorem 4.36 wie folgt konstruieren:

Zum Zeitpunkt k = 0 bilde man dasjenige Anfangsportfolio, welches zum Hedge
dieses Finanzderivates im dufleren Binomialmodell gehort. Zu jedem Zeitpunkt
ke {l,..,n—1} lose man nun das im Zeitpunkt k — 1 zusammengestellte Port-
folio Hy,_y wieder auf. Im (n—k)-Perioden Modell mit zum Zeitpunkt k bekann-
tem Aktienpreis Ay, und Faktoren }A/Hl, - }A/n, die von (Y1, ..., Yx) und voneinander
stochastisch unabhdngige Balayages von Yii1, ..., Y, darstellen, existiert ein Hedge
H fiir den ,verbleibenden® Claim (Cyq1, ..., Cy). Dessen Portfolio Hy, erwerbe man
nun unter Verwendung (eines Teiles) des Verkaufserloses H | - (Ax, By)' und
behalte es bis zum Zeitpunkt k + 1.

Bemerkung 4.38

Theorem 4.33 und Theorem 4.36 sowie Bemerkung 4.37 liefern eine formale
Begriindung fir die in Kapitel 3.2 aufgestellte 6konomische Folgerung, dafl im
Falle beschrdnkter Faktoren der Preis eines Finanzderivates mit komponenten-
weise konvexen Auszahlungsfunktionen zu jedem Zeitpunkt k € {0,...,n—1} nicht
grofier sein sollte als der faire Preis ay des Claims in demjenigen Modell, des-
sen erste k Faktoren durch Y1, ..., Yy gegeben sind, und dessen restliche Faktoren
Yii1, ..y Yo voneinander und von (Y1, ..., Yy) stochastisch unabhingige Balayages
von Yiiq, ..., Yo darstellen:

Es existiert zum Zeitpunkt k ein oberer Hedge (H;)jc(x,...ny des Claims mit Preis
H;} - (Ay, Br)' = ag, d.h. der Herausgeber des Finanzderivates kann zum Preis ay,
eine Handelsstrategie erwerben, mit deren Hilfe er alle entstehenden Anspriiche
ohne weitere Zuzahlungen erfiillen kann.

Ohne die nihere Struktur des Mafles P, bzw. seines Trégers zu kennen, ist nun
nur aufgrund der Kenntnis von Schranken dy, ...,d,, > 0 und uy,...,u, < oo eine
Abschétzung fiir die oberen Preise bzw. fiir die oberen Arbitragegrenzen moglich,
wobei Mertons obere Schranken aus Abschnitt 4.2.1 verbessert werden. Weiterhin
lassen sich zu diesen oberen Schranken obere Hedges konstruieren.

Als néchstes stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen diese oberen Schran-
ken angenommen werden, und somit in den Beweisen von Theorem 4.33 und
Theorem 4.36 bereits die oberen Preise berechnet und obere Hedges zum oberen
Preis konstruktiv bestimmt werden. In diesem Fall ergébe sich dann eine deut-
liche Verbesserung gegeniiber den nicht-konstruktiven Existenzbeweisen von Satz
4.13 und 4.18.
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

4.2.3 Die schwache Konvergenzbedingung A*

In den Beweisen von Satz 4.21 und Satz 4.28 wurde jeweils eine geeignete schwach
konvergente Folge dquivalenter Martingalmafle konstruiert um zu zeigen, daf die
oberen Schranken angenommen werden. Diese Idee 148t sich direkt auf n-Perioden
Modelle mit beschrianktem Tréager iibertragen:

Theorem 4.39
In der Situation von Theorem 4.33 und 4.36 gelte

( Die Menge P dquivalenter Martingalmafe enthiilt
eine Folge (Qu)men mit

Qm E) QO = ®?:1 (qul(;ul + qdi(sdi)v

. 147
| wobet g, = gt

A*

i — 1 —qq gilt,i=1,.

Dann folgt a*(C) = af™(C).

Beweis: Sei C = (C4,...,Cr) = (fi(Y1),..., fa(Y1,...,Ys)) ein Finanzderivat mit
regelméafigen Auszahlungen, wobei jedes f; komponentenweise konvex und damit
stetig ist. Aus der schwachen Konvergenzbedingung A* und dem Dualitétssatz
4.14 b) fiir obere Preise ergibt sich dann

a*(C) = sup Eq Zal ;) > lim Eg, ZO" ) = Eq, ZO‘Z 1) = aFM(C),

m—00
QeP =1

und zusammen mit der Ungleichung a*(C') < af*(C) aus Theorem 4.33 folgt
@*(C) = aB(O)

Sei nun C' = (Cy,...,C,) der Auszahlungsproze einer amerikanischen Option,
wobei fiir jedes i € {1,...,n} eine komponentenweise konvexe und damit stetige
Funktion f; existiere mit C; = f;(Y1,...,Y;). Zunichst wird gezeigt, da8 fiir jede
Stoppregel 7 € 7 eine Folge von Stoppregeln (7 )ren mit 7, € 7 fiir alle k € N
existiert, welche der Bedingung

sup sup Eq,, (ar, Cr ) > Eq,(a-C7)
keEN meN

geniigt. Offensichtlich reicht es dabei, Stoppregeln 7 > 1 zu betrachten. Fiir
s € {1,...,n} existiert wegen {7 = s} € o(Y1,...,Y;) eine Menge T} € B} ). mit
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{r = s} = (Y1,...,Ys)"Y(Ty), so daB sich (wegen supp(Qo) = igl{di,ui}) die
Darstellung a

EQo(aTCT) - Z Z asfs(ylw 7ys qul 1Tg(y17‘ 7ys>
=1

1<s<n (y1,...,ys) 6 >< {d Jui}

ergibt.

Weiter sei fiir i € {1,...,n} und k € N ¢ := } glin {"j;kdj g—i} und
i) AL = [di—ep, di+ep),
i) AF = [u;—ep, uiter),
iii) RF:=(0,00)\(A% UAF)
sowie fiir s € {2,...,n} und ¥5 := (y1, ..., Ys) ejgl{dj,uj}

iv) Al = X AR

Ys _] 179"

Schliellich sei
ﬁ = 'gl[d“ UZ]

sowie fiir s € {1,...,n}
= X {diug.

Dann wird fiir £ € N durch

Te(w) = > Z5.1Ts(gs)-1A§5((3q,...,1g)(w))

1<s<n  ¥5€Qs

+ Z Z n- H 1T;(y1, e Yi) 1A§SxR§+1 ((Ylv ~-=YS+1)<W))

1<s<n—1 g€ i=1

+ n 1le (Yl(u)))

eine Stoppregel auf Q = (0, 00)" festgelegt, und fiir jedes m € N gilt

Eq,(an, Cr) = Z / s fo (Y1, oy ys) dQUYTY5)

1<s<n
SIS {ri=s}

> a(k,m)
mit
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

a(k’m) = Z Z 1Ts(g8) T Qs zr;lcf fs(xlv "'7$8) ’ le ..... YS)(AI?;S)

1<s<n €0,

-2 HlT;(yh.--,yi)-an-sgplfn(xl,--w%)l-QZS“(R’;H)

1<s<n—1 y,€Q, =1

Aus der schwachen Konvergenzbedingung A*, dem Portmanteau-Theorem (vgl.
[57], Satz 7.9) und der Stetigkeit von fi, ..., f, folgt fiir alle k € N, s € {1,...,n}
und (yh "'7y8) = gjs € Qs

1) hm le ..... YS)(AS‘Q) — 8Y1 ,,,,, YS)(A’E ) — Hf:1 qy“

2) lim @ (RY) =0,

m—0o0

3) lim inf fo(xy,...,z5) = f(Y1, - Us),
koo
4) sup |fu (21, ...y zn)| < 00,
)
so daf sich schlieSlich

sup sup Eg, (a;,C;) > lim lim a(k,m)

kEN meN k—o0 m—0o0
s
== Z Z 1Ts(gs>'Oés'fs(ylv“'uys)'HQyi
1<s<n 7s€Qs i=1
= Eg, (CMTCT)

ergibt. Fiir alle Stoppregeln 79 € 7 erhélt man daher

Eg, (0, Cry) < supsup Eg(a.C),
T€T QP

so daf zusammen mit dem Dualitétssatz 4.19 b) fiir die oberen Preise von ameri-
kanischen Optionen und Theorem 4.36

ag;M(C’) = sup Eg,(a,C;) < supsup Eg(a,C;) =a*(C) < aOBM(C)
~ reT €T QEP ~ ~

folgt.
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Ist im beschrinkten Fall die schwache Konvergenzbedingung A* erfiillt, so lassen
sich bereits nur aufgrund der Kenntnis von dy, ..., d,, ui, ..., u, die oberen Preise
von Finanzderivaten, deren Auszahlungsfunktionen iiber komponentenweise
konvexe Funktionen von den Faktoren des Aktienpreisprozesses abhidngen (ins-
besondere also von européischen und amerikanischen Call- und Put-Optionen),
berechnen. Dariiberhinaus lassen sich obere Hedges mit minimalen Anfangskosten
fiir diese Finanzderivate konstruktiv bestimmen.

Als néchstes stellt sich folglich die Frage, welche Eigenschaften von P,, notwendig
bzw. hinreichend fiir die Giiltigkeit der schwachen Konvergenzbedingung A* sind.
Insbesondere mit Hilfe von hinreichenden Kriterien wére es u.U. méglich, fiir die
wichtigsten Finanzderivate selbst bei unvollstédndiger Information tiber P,, sowohl
obere Preise als auch obere Hedges zu diesen oberen Preisen anzugeben.

In [56] wird als generell hinreichendes Kriterium fiir die Giiltigkeit von A* in
arbitragefreien Aktie/Bond Modellen mit bekannten Schranken dy, ..., d,, > 0 und
Uy, ..., Uy < 00 die Bedingung

B* - Pw(k>€<T [y, dy, + 5]>'<k>¢<T [uk — &,u]) > 0 fiir alle ¢ > 0 und 7' C {1,...,n}

genannt (wobei mit x wieder die ,richtige* Reihenfolge der Faktorenmenge
gemeint ist). Diese Implikation stellt sich jedoch im allgemeinen als falsch heraus;
genauer gilt:

Satz 4.40
In einem Aktie/Bond Modell gebe es dy,...,d, > 0 und ui,...,u, < oo mit
supp(PY1) C [dy,us) fiir alle i € {1,...,n}. Dann gilt:

Die Bedingung B* ist notwendig, i.a. aber (selbst im Falle der Arbitragefreiheit)
nicht hinreichend fir die Giiltigkeit von A*.

Beweis: Aus der Existenz einer Folge (Q.,)men dquivalenter Martingalmafle mit

n

Qm — QO = ®<QU1(SU1 + Qdiéd)
i=1
ergibt sich fir T C {1,...,n}, ¢ > 0 und G.r =X, dy, dy, + €)>'<kéT (up, — €, ug)
aus dem Portmanteau-Theorem (vgl. [57], Satz 7.9)
liminf Q,,(G.7) = liminf Qm(k>€<T (0,dy + ¢€) >'<k>< (ug — €, oo))

QO(Ga,T)
0.

VoIV
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Hieraus folgt Pw(k>€<T [dg, i, + e]kkéT [ug, — e’—:,uk]) > 0 fiir alle € > 0 und alle
T c{l,..n}

Das folgende Beispiel zeigt, dafi die Bedingung B* i.a. jedoch (selbst unter der
Zusatzvoraussetzung der Arbitragefreiheit) nicht hinreichend fiir die Giiltigkeit
der schwachen Konvergenzbedingung A* ist:

Beispiel 4.41
Im zugrundeliegenden Modell gelte n = 2, und es seien di,uq,ds, us > 0 mit
0 < d; = min supp(P}) < 14 7; < u; = sup supp(PY) < oo, i=1,2.

Weiterhin gebe es dy,uy € R mit dy < dy < 1+ 19 < uy < ug. Schliefilich sei P,

festgelegt durch
PYi(y) = I y1 € {di,u1}
w 1) — _
7r2:’);n27 € {dl + 1+;;n 4 tme N}

sowie Pg?'yl:yl (y2) = % fiir

14m—d
(y1,92) € {d1} x{da, up} U {ur} x{do, up} U {dy + —-—

5 :m € N}x{d,,us}.

Abb. 15:
Massetragende Pfade von P,

Dann st die Bedingung B*, nicht jedoch die schwache Konvergenzbedingung A*
erfiillt.

Die Giiltigkeit von B* folgt dabei aus

R ) = Rl ) = Rl ) = § >0

Pulldndi+ex wh) > Y =20 ¥eso0
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Satz 1.10 liefert die Arbitragefreiheit des Modells und damit P # (). Fiir jedes
dquivalente Martingalmafl @) liegt die Masse wegen () ~ P,, auf der Menge

1+T‘1

{ur} x {da, uz} U {di } x {da, u,} U | ] {c +

meN

B0ty ().

Aus Eg(Y1) = 14 ry folgt nun

_ (1 +Tl) _ Zme]N(dl_'_l—‘r;n_dl) QY1({d + 1+r1 —di )

QYl({dl}) = —d;

ul—(1+T1)
_dl ’

und aus FEq(Ya|Y1 =y;) =141y PX-fs. ergibt sich
L+ 7y = Eg(Ya|V1 = di) = w,Q"*M =" ({uy}) + do@Q™*M =" ({d2}),
woraus zusammen mit Q21791 ({u,}) + QY2141 ({d,}) = 1 schliefllich

1—|—7’2 dQ

QT ) = g @ ()

folgt. Fiir jedes (z1,x2) € (dy,u1) X (d2,dy) (vgl. Abb. 15) erfiillt die Verteilungs-
funktion Fy von () die Ungleichung

Fo(r,22) = QUV™({(di,d2)})

= Q"({d1}) - QM= ({dy})
—(A+r) u—(1+7)

—dy Uy —dy
_ —(1+7r) ur—(1+mr)

—dy Uy — dy
= FQo(mlaw2)7

wobei Iy, die Verteilungsfunktion des dquivalenten Martingalmafies

1+7’1—d1 ul—(1+r1)

QO - — dl 5u1 + — dl

ddy
aus dem Binomialmodell mit Parametern di, ds, uy, us, 71 und ro bezeichne. Fiir
jede Folge (Qy,)men von dquivalenten Martingalmaflen ergibt sich folglich

—(1+7r) uy—(1+7s)

u
F < .
Qm(fl,l’g) —_ _dl QQ_dQ

< FQO(J,’l, :EQ)
fir alle (z1,22) € (di,u1) x (d2,dy) C C(Fg,), d.h. (Qm)men kann nicht die
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4.2 Schranken fiir die oberen Preise von Finanzderivaten

Bedingung

lim Fg, (z1,22) = Fg,(z1,20) fiir alle (z1,22) € C(Fg,)

m—00

erfiillen.
O

Setzt man allerdings zusiitzlich P, ~ @) PYi voraus, so erweist sich B* doch als
notwendiges und hinreichendes Kriterium:

Satz 4.42
Gilt in der Situation von Theorem 4.33 bzw. 4.36 zusditzlich P, ~ @ PYi, so ist
die Bedingung

( Die Menge P dquivalenter Martingalmafe enthdlt
eine Folge (Qum)men mit

A* w
Qm - QO = ®;Z:1 (quzéuz + qdiédi)7
| wobei q,, = % =1—gqq gilt, i =1,....n.

genau dann erfillt, wenn

B* - Pw(k>€<T [y, di, + €] >'<k?¢<T [ue — €,u]) > 0 fiir allee >0 und T C {1,...,n}

qgilt.

Bewets: Es geniigt zu zeigen, dafl aus der Giiltigkeit von B* diejenige von A*
folgt; mit Satz 4.40 ergibt sich dann die Aquivalenz der beiden Bedingungen.

Aus B* folgt zunichst PYi([d;,d; + €]) > 0 und PYi([u; — &,u;]) > 0 fiir alle
e>0und i€ {1,...n}, dh. d;,u; € supp(PY). Aus Lemma 2.6 folgt fiir jedes
i €{1,...,n} die Existenz einer Folge (Q;m)men von W-MaBen mit

11) EQi,m (Zd) =1+r, VmeN,

iii) Qim 5 (qu,0u, + qa,04,), Wobei q,, = 2ridi =1 — g, gilt.

u;—d;

Dann liefert (Qum)men mit Qn, = @ Qi fiir alle m € N die gesuchte Folge
i=1

dquivalenter MartingalmaBe mit Q,, — Qo.
O
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Als Folgerung von Theorem 4.39 und Satz 4.42 ergibt sich:

Korollar 4.43 .
Im zugrundeliegenden Aktie/Bond Modell gelte P, ~ &Q PYi und
=1

(2

0 < d; == min supp(Py’) < 1+r; < u; := sup supp(P,’) < oo,

1 =1,...,n. Dann gelten fiir die oberen Preise der in Satz 4.30 und Theorem 4.36
betrachteten Finanzderivate die Gleichungen

a*(C) = sup Eq() _ aiCi) = Eq,(D>_ uCy)
=1 =1

QeP
bzw.
a*(C) = sup sup Eg(a,C;) = sup Eg,(a,;C-),
QeP €T TET
wobei

n

Lt+ri—d di — (14
QO:@(T_.qW#.qdi)

4 u; — d; u; — d;
1=1

das eindeutig bestimmte dquivalente Martingalmaf des dufleren Binomialmodells
15t1.

Bemerkung 4.44
In der Situation von Korollar 4.43 existiert eine Folge (Qm)men dquivalenter
Martingalmafle aus der Menge
P={QeP:Q=Q)Q"}

mat . i—1 .
a*(C) = sup E, a;Cy) = sup Eg,, o; C;

(€)= sup Bo(32aiC) = sup B (3o
bzw.

a*(C) = sup sup Eg(a.C;) = sup sup Eg,, (a,C,).
~ QeP TeT meN reT

Die Bedingung A* liefert ein hinreichendes Kriterium dafiir, da} die oberen
Preise von Finanzderivaten mit komponentenweise konvexen Auszahlungsfunk-
tionen mit ihren fairen Preisen im zugehorigen dufleren Binomialmodell {iberein-
stimmen, und daf die dort konstruktiv bestimmten superreplizierenden Handels-
strategien die Anfangskosten unter allen oberen Hedges minimieren.

Insbesondere lassen sich in demjenigen Fall, daf§ die Eigenschaft P, ~ @, PYi
und die Lage der minimalen und maximalen Elemente der Trager der Faktoren die
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einzigen verfiigharen Informationen iiber P, darstellen, sowohl die oberen Prei-
se als auch obere Hedges mit minimalen Anfangskosten fiir Finanzderivate mit
komponentenweise konvexen Auszahlungsfunktionen bestimmen, zu denen insbe-
sondere amerikanische und europiische Call- und Put-Optionen zéhlen.

4.3 Definition des unteren Preises

Die Definitionen von oberen Preisen und oberen Hedges wurden durch die
Intention des Verkdufers motiviert, mit dem Verkaufserlés von Finanzderivaten
Handelsstrategien zu erwerben, mit deren Hilfe alle entstehenden Anspriiche
ohne weitere Zuzahlungen abgedeckt werden konnen. Der obere Preis a*(C') eines
Claims C bildet dabei aus Sicht des Verkdufers die Schranke zwischen Preisen
a > a*(C), die ihm Arbitragemdglichkeiten eréffnen, und Preisen a < a*(C'), die
ihn keinen risikolosen Profit erwirtschaften lassen.

Bei der Festlegung von unteren Preisen und unteren Hedges agiert man aus der
Sichtweise des Kdufers: Wenn zu einem Finanzderivat C' eine Handelsstrategie H
mit H,, = 0 gefunden werden kann, deren Anfangspreis mit dem Verkaufspreis des
Finanzderivates iibereinstimmt, und deren Entnahmen nicht gréfler sind als die
Auszahlungen aus dem Claim, so wére es fiir den Kéufer sinnvoll, im Zeitpunkt
k = 0 ein short-selling in H durchzufiihren und C' zu erwerben. Die aus der short-
position entstehenden Anspriiche 61(H), ..., 6,—1(H) kann der Kéufer dann mit
Hilfe der Auszahlungen Ci, ..., C,_; erfiillen, und unter Verwendung des Erloses
C,, kann er die short-position ausgleichen. Falls die Handelsstrategie den Claim
nicht exakt repliziert, ergibt sich so fiir den Kéaufer eine Arbitrageméglichkeit.

Analog zur Festlegung des oberen Preises soll der untere Preis a,(C') eines Claims
C' die Schranke bilden zwischen Preisen a < a,(C), die dem Kdufer Arbitrage-
moglichkeiten eréffnen, und jenen a > a,(C), die ihn keinen risikolosen Profit
erwirtschaften lassen.

Die allgemeine Definition des unteren Preises eines Finanzderivates mit termina-
ler Auszahlung C,

0,(C) = sup {x >0 es existiert eine Handelsstrategie H mit }

H{Sy =z, H.S, < C, P,fs.

aus §1b von Kapitel V in [63] erweist sich wieder als ungeeignet fiir das
Aktie/Bond Modell, und analog zur Argumentation in Abschnitt 4.1 stellt sich
Selbstfinanzierung als (im wesentlichen einzige) sinnvolle Zusatzforderung heraus.
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Definition 4.45
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell wird der untere Preis eines Finanz-
derivates mit terminaler Auszahlung C,, festgelegt durch

a,(C,,) = sup {x cR: es ex. eine Handelsstrategie H mit HySy = z, H, 0’}

0;(H) =0 Py-fs.,1<i<n—1, 0,(H) <C, Py-fs.

es ex. eine Handelsstrategie H mit H;Sy =z, H, =0,
61‘(H)<0Pw'f'5';1§i§n_17 5n(]j)§0n Pw'f's' ’

~ -

= sup {:E e R:
wobei sup () := —oo sei.

Diese Definition 148t sich wieder auf Finanzderivate mit regelméfligen Auszah-
lungen iibertragen:

Definition 4.46
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell wird der untere Preis eines Claims
C'=(C,...,Cy,) mit regelmdipigen Auszahlungen definiert durch

a*(g’) — sup {x cR- es ex. eine Handelsstrategie H mit HéSO =z, H,=0 }

und 0;(H) < Cj Py-fs.,1<i<n

es ex. eine Handelsstrategie H mit H{Sy = x,
= supsr € R: H, =0, §;(H)=0 Py,-fs.,1<i<n-—1, ,
und 6,(H) < 3" 0;CiBy, Py-f.s.

wobei sup () := —oo sei.

Handelsstrategien H mit 6;(H) < C; P,-f.s. fir alle 1 < i < n und H, = 0
werden als unterer Hedge von C bzw. als subreplizierend bezeichnet.

Die Aussagen von Satz 4.13 und 4.14 iibertragen sich direkt auf die unteren Preise
von Finanzderivaten mit regelméfligen Auszahlungen. Die Abbildung

Hv —H = (—H,,...,.—H,)

liefert némlich eine Bijektion zwischen der Menge der unteren Hedges fiir C'und
der Menge der oberen Hedges fiir —C = (—C4, ..., =C},); folglich ist die Existenz
eines unteren Hedges fiir C'mit Anfangspreis a,(C') dquivalent zur Existenz eines
oberen Hedges fiir —C' = (—C4, ..., —C,,) mit Anfangspreis a*(—C') = —a.(C).
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Dartiberhinaus ist Z?:l —o;C; genau dann P,-f.s. nach unten beschrankt und
supgep Fo(D iy —iC;) endlich, wenn } " | a;C;  P,-f.s. nach oben beschrénkt
und infoep Eq(D 7, ;C;) endlich ist.

Satz 4.47

Sei C'= (C4, ...,Cy) ein Finanzderivat mit regelmdfigen Auszahlungen in einem
arbitragefreien Aktie/Bond Modell. Weiter sei Y ., a;C; P,-f.s. nach oben
beschrdnkt. Dann gilt:

a) a,(C) ist genau dann endlich, wenn infoep Eq(D> r_, i C;) endlich ist.
b) Ist eine der beiden dquivalenten Bedingungen aus a) erfillt, so gilt:

i) Es existiert ein unterer Hedge fir C mit Anfangspreis

a(C) :érel;)EQ ZaC’

i1) Lower Hedging Duality:

érelgj Eq ;(xi@) = sup{H{Sy : H ist ein unterer Hedge fiir C'}.

Die Voraussetzung der Existenz einer oberen Schranke fiir Y " ; o;C; in Satz
4.47 ist bei Modellen mit unbeschrinkten Aktienkursen ungiinstig, da in diesen
fiir viele Finanzderivate (wie z.B. européische Call-Optionen) die Auszahlungs-
funktionen nach unten, nicht aber nach oben beschrinkt sind. Wiinschenswert
wire daher eine Version der lower hedging duality fiir Finanzderivate C, bei
denen Z?Zl «o;C; P,-f.s. nach unten beschrinkt ist. Diese erhélt man zumindest
unter der Zusatzvoraussetzung a*(C') < oo:

Satz 4.48 (Lower Hedging Duality)

Sei C'= (C4, ...,C,) ein Finanzderivat mit regelmdfigen Auszahlungen in einem
arbitragefreien Aktie/Bond Modell. Weiter sei Y ., a;C; Py-f.s. nach unten
beschrinkt und a*(C') < co. Dann existiert ein unterer Hedge fiir C ' mit Anfangs-
preis a,(C), und es gilt

Clgrelg) Eq ZlozzCi) = sup{H{Sy : H ist ein unterer Hedge fiir C'}.
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Beweis: Die Grundidee stammt aus dem Beweis der lower hedging duality fiir
amerikanische Optionen in [25] (Seite 293 f.). Gem&f Satz 4.13 existiert ein oberer

Hedge H fiir C' mit Anfangspreis ﬁgSo = a*(C) = supgep Eq(> i, aiCi) € R.
Der Claim QA mit R

besitzt dann die Eigenschaften
)" G >0 Pyfs.,
i) Bq(3oiL; aiCi) = Eq(3iL, idi(H)) — Eq(X1, iCi)
= ﬁgSo — Eo(>°" o Cy) fir alle Q € P,
und damit sup Eq(> 7, . Cy) = FESO —infoep Eq(D 1, 0;C) < oo.
QeP

Aus i) und ii) folgt zusammen mit Satz 4.13 die Existenz eines oberen Hedges EI
fir den Claim C' mit Anfangspreis

]TISSO = a*(QA) = sup EQ(Z a,-@).
QeP i=1

Schliellich besitzt die Handelsstrategie H mit H; = H; — ?[Z die Eigenschaften
1) H(I‘SSO = FE)SO - ﬁéS@ = éng) EQ(Z?:l OziCZ'),
(S
2) &;(H)=6(H)— 51(51) < 6;(H) - C;=C; Pyfs,1<i<n,
3) Hy=H,—H, =0

und bildet daher einen unteren Hedge fiir C' mit Anfangspreis ang; Eq(>7r  a;Cr).
~ €
Hieraus folgt sofort die Ungleichung

dnf EQQ; @,C;) < a.(C).

Da > ", a;C; geméB Voraussetzung P,-f.s. nach unten beschrénkt ist, ist die
Menge der unteren Hedges nicht-leer. Sei daher H ein beliebiger unterer Hedge

fiir C'und @ ein beliebiges dquivalentes Martingalmafl. Dann folgt aus §;(H) < C;
P,-fs. fir alle i € {1,...,n} die Ungleichung

HSo = Eq()_ ai0i(H)) < Eg() | aiCy),
i=1 =1

und damit
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) < inf Eg(
“(Q) < fuf Fo Z G
Bei der Gleichheit H{Sy = Eq(>_" ; a;6;(H)) geht dabei ein, daBl (Mj)keqo,...n}
mit My = H.So und My = HESy + S8 HY [(0uS; — i 1Si1), k=1,...,n, als
Martingaltransformation ein lokales Martingal beziiglich () bildet, welches wegen
H SS() € R und

Eq(> 6:i(H)) < Eq Z% i) <a’(C) <

i=1

(und somit Eq(M,) < co) sogar ein Martingal darstellt.
U

Zwischen oberen sowie unteren Preisen und Hedges bestehen bei Finanzderivaten
mit regelméBigen Auszahlungen die Symmetrieeigenschaften

a*(Q) = —a.(=C),

e H ist genau dann ein oberer Hedge fiir C, wenn —H ein unterer Hedge
fir —C' ist,

so daf} sich die Definitionen 4.45 und 4.46 sowie Satz 4.47 direkt aus ihren
Pendants in Abschnitt 4.1 herleiten lief3en.

Bei amerikanischen Optionen stellt sich dieser Transfer als schwieriger heraus:
,However, a difficulty is created by the basic asymmetry of the hedging problem
for American options: The seller of C' must hedge against all possible exercise
strategies, while the buyer must find only one suitable stopping time.“ (aus [25],
Seite 293).

Die Festlegung des unteren Preises als Supremum aller Preise, die einen risiko-
losen Profit fiir den Kéufer ermoglichen, stellt sich jedoch wieder als geeigneter
Ansatz heraus (vgl. [25], Seite 293):

Wenn zu einer amerikanischen Option mit Auszahlungsprozefi C' eine Handels-
strategie H mit P,-f.s. nicht-negativen Entnahmen §,(H),...,0,(H) und eine
Ausiibungsstrategie 7 existiert, so dafl der Anfangspreis H}Sy mit dem Verkaufs-
preis der Option iibereinstimmt und die Ungleichung H!S, < C, P,-f.s. erfiillt
ist, so wére es sinnvoll, die Option im Anfangszeitpunkt zu erwerben und ein
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short-selling in H durchzufithren. Durch Ausiibung der Option im , Zeitpunkt®
7 148t sich die short-position ohne weitere Zuzahlungen ausgleichen. Wenn die
Entnahmen nicht alle P,-f.s. Null sind oder HLS, den realisierten Claim C, nicht
exakt repliziert, so ergibt sich schliefflich eine Arbitragemoglichkeit.

Ein naheliegender Ansatz fiir die Definition des unteren Preises einer ameri-
kanischen Option ist daher gegeben durch:

Definition 4.49 (vgl. [25], Seite 293)
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell wird der untere Preis einer ameri-
kanischen Option mit Auszahlungsprozefy C festgelegt durch

es existiert eine Handelsstrategie H und eine
a,(C) = sup ¢ = € R : Stoppregel 7 mit 6;(H) <0 P,-f.s.,1 <i<mn,
und H:S, < C, P,-f.s.

es existiert eine Handelsstrategie H und eine
= sup{ = € R : Stoppregel 7 mit §;(H) =0 P,-f.s.,1 <i<mn,
und HLS, < C, P,-f.s.

Handelsstrategien H, zu denen eine Stoppregel T € T eaistiert mit HLS, < C;
P,-f.s., werden als untere Hedges von C' bezeichnet.

Die Frage nach der Existenz eines unteren Hedges zum unteren Preis einer ameri-
kanischen Option, bei der die Auszahlungen P,-f.s. nach unten beschriankt sind,
148t sich im Fall eines endlichen oberen Preises wieder positiv beantworten:

Satz 4.50 (Lower Hedging Duality) ([25], Theorem 6.41 und Theorem 7.14)
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C der Auszahlungsprozefs einer
amerikanischen Option. Weiter seien Cy, ...,C, Py,-f.s. nach unten beschrdnkt,
und es sei

a*(C) = sup sup Eg(a,C;) < oo.
- QEP €T

Dann existiert ein unterer Hedge fiir C' mit Anfangspreis a,(C'), und es gilt

a.(C) = inf sup Eg(a,C;) = sup inf Eg(a,C;).
~ QEP €T T7€T QEP
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Beweis: Die Existenz eines unteren Hedges mit Anfangspreis inf sup Eg(a,C;)
QeEPTeT

ergibt sich wie folgt analog zum Beweis von Theorem 7.14 in [25]:

.....

.....

Uy = essinf esssupEg(a,Cr|Fr), n>k>1,
QeP >k

Up = inf sup Eg(a,C),
QEP €T

und sei

Ty 1= ll’lf{/{? € {0, ,n} U = oszk}
Diese Stoppregel erfiillt geméfl Theorem 6.42 infoep Eg(ar, Cr,) = Up.

Nach Satz 4.19 existiert ein oberer Hedge H fiir C' mit Anfangspreis a*(C). Man

.....

festgelegt durch
Cr = (EﬁSk —Co)lyr,=iy 20, k=0,..,n.

Eine erneute Anwendung von Satz 4.19 liefert die Existenz eines oberen Hedges
H fir C' mit Anfangspreis

~

ﬁéSo = supsup Eg(a,C;)
QEP €T

— sup Eglax.C,)
QEP

= H,S — inf Eg(o-.C-)
€

= ﬁ(’jso —inf sup Eg(a,C;).
QeP reT

Die Handelsstrategie H mit Hj = Hy — f[k, k =1,...,n, besitzt dann die Eigen-
schaften

i) HESy = FSSO — Ig'éSo :ereli 51615 Eq(a.Ch),

t
Tx

i) HLS, =H.S, —H' S, <H.S, —C, =C,, P,fs.
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und bildet damit einen unteren Hedge fiir C'mit Anfangspreis inf sup Eq(a-C-),
QEP €T
so daf

a.(C) > inf sup Eg(a,C;)
QeP €T

folgt. Fiir den Beweis der Ungleichung a,(C') < inf sup Eg(a,;C;) und der
QeP reT
Dualitét

inf sup Eg(a,C,) =sup inf Eg(a,C)
QeP €T 7€T QEP

sei auf den Beweis von Theorem 7.14 (b) und Theorem 6.41 in [25] verwiesen.
U

Die Definition des unteren Preises einer amerikanischen Option erweist sich folg-
lich als sinnvoll; unter den Voraussetzungen aus Satz 4.50 bildet er die Grenze

inf sup Eg(a,C) zwischen arbitragefreien und arbitragebehafteten Preisen (vgl.
QEP €T

Satz 1.22).

Die Existenznachweise von unteren Hedges zu den unteren Preisen von Finanz-
derivaten in den Beweisen von Satz 4.48 und 4.50 weisen wieder den Nachteil auf,
daf sie nicht konstruktiv sind.

Im Hinblick auf die Ergebnisse aus Abschnitt 4.2 stellt sich nun die Frage, ob
sich zumindest leicht zu berechnende untere Schranken fiir die unteren Preise
angeben lassen, zu denen explizit subreplizierende Handelsstrategien bestimmt
werden konnen, und ob unter einer geeigneten schwachen Konvergenzbedingung
sogar die unteren Preise und die zugehorigen unteren Hedges auch bei unvoll-
standiger Information {iber P, konkret ermittelt werden kénnen.

4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanz-
derivaten mit komponentenweise konvexen
Auszahlungsfunktionen

4.4.1 Universelle untere Arbitragegrenzen

Fiir Finanzderivate mit regelméfiigen Auszahlungen, welche iiber komponenten-
weise konvexe Funktionen von den Faktoren des Aktienpreisprozesses abhéngen,
lassen sich universelle untere Schranken fiir die unteren Preise angeben:
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Satz 4.51

In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C ein Finanzderivat mit regel-
mdjfigen Auszahlungen, wobei es fir jedes k € {1,...,n} eine komponentenweise
konvexe Funktion fy gebe mit Cy,= fr(Y1, ..., Yy). Dann existiert ein unterer Hedge
fiir C mit Anfangspreis Y, apfr(L+ 11, ..., 1+1y); folglich gilt die Ungleichung

a*(g) > Zakfk(l T 1+ Tk)'

k=1

Zum Beweis von Satz 4.51 wird zunéchst eine Hilfsaussage benotigt:

Lemma 4.52 (vgl. [52], Seite 213 und 227 f.)

Jede konvere Funktion f : R — R st rechts- und linksseitig differenzierbar, und
die rechts- und linksseitigen Ableitungen DT f und D~ f sind mefbar und besitzen
die Eigenschaften

1) D f(z) < D*f(z) Va€R,

2) D* f(x) < LD Yy e R mit = > x,

3) D~ f(z) > LE=® vz e R mit z < x.

Beweis von Satz 4.51: Wegen a,(C) = a,(0,...,0,> " ; 0;C;B,,) kann 0.B.d.A.
Cy = ... = C,_1 = 0 angenommen werden (andernfalls ersetze man f,, durch die
komponentenweise konvexe Funktion g,(y1,....Yn) == Y i @ fu(Y1s s Yx) Bn).

Fiir i € {1,...,n} definiere man p; := 1+ r; sowie D} und D; durch

+ T gn(mla“wxiflaxi+haxi+1>'“7xn) _gn(xlv“wxn)
D/ gn(xy, ..., zy) == l}g%l A

und

n (1 iy, = BT, ) — a1, )
Di gn(]?l,...,xn) = 1}1{8 n ) memy i—1y ; z-if—L, y L n R
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Weiter sei die Handelsstrategie H festgelegt durch H,, = 0 und
Dii_gn(pla e pn)

HO,l n
Ag szz Pk
g 9nlpreipn)  Diga(pry e pn)
072 - n - n
= Di}—lgTL(}/h"'7}/;7p7§+17"‘7pn)
7 Ap - HZ::1 Yy - HZ:¢+2 Pk
H' ) gn(yla "'7Yi7pi+17 LS pn) . D;:-lgn(yla “'73/1'7 Pi+1, )pn)
’ [Tizi pn || R | (Y
1=1,....,n—1

Dann besitzt H den Anfangspreis

H(t)SO - w — Zakfk(p17 7;0k)Bn7
Hk:1 Pk 1

und zum Zeitpunkt i € {1,...,n — 1} gilt

HtS. = gn()/ly ...,Y%,piﬂ, ...,pn)
Z H:=i+1pk
Sei nun w € Q und y; := Yi(w).

Im Fall y; =1+ r; gilt dann

H(t)Sl<W) = Ho1Aopr + Hoopr
9n(P1; 5 Pn)
| =y
9o (Y1(w), p2, s pn)
HZ:ka .

Fiir y; € (p1, uq] ergibt sich

H{Si(w) = Ho1Aoy1+ Ho2p
9n(P1y s Pn) | DY galpr, .. o) = 1)
HZ:ka szzpk
45 gn(pl,--.,pn)+gn(y1,pz,--.,pn)—gn(pb-.-,pn)
N HZ:ka HZ:ka
_ gn(Yl(W)aP277pn)
HZ:QPk
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und im Fall y; € [dy, p1) gilt schlieflich

HiSi1(w) = HopAoyr + Hozp
_ np1ypn)  Dign(pr,-ipn) (o — )
HZ:Q Pk HZ:Q Pk
4.52 n sty Fn Dy n )y Fn
2 g(pi pn) 19(51 p)'(pl_yl)
|y |J iy

452 gn(p1, - Pn)  Gn(P1, s Pn) — GulY1s P25 o Pn)
B HZ:Q Pk HZ:Q Pk

9o (Y1(w), p2, s pn)

HZ:Q Pk .
Insgesamt erfiillt das Portfolio H, also die Ungleichung H{S; < HS;, und
analog ergibt sich H!S;;1 < Hf,,S;4; fiir alle ¢ € {1,...,n — 2} sowie H!_;S, <
gn (Y1, ..., Y5).

Die Handelsstrategie H liefert demnach einen unteren Hedge fiir den Claim
(0,...,0,> 1, axCyB,,) mit Anfangspreis >, ag fi(p1, ..., px). SchlieBlich bildet
Igmit H, = (Hp 1, Hk72—2§:1 a;C)' k=1,..,n—1, und H, = H, einen unteren
Hedge fiir C'mit Anfangspreis fAléSo = H}Sp, und es folgt

a.(C) > onfilpr, ... pr)-
k=1 U

Korollar 4.53 (vgl. [25], Seite 18)
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell gelten fiir die unteren Preise einer
europdischen Call- bzw. Put-Option mit Ausiibungspreis K, d.h. fir C=(A,—~K)T
bzw. CF = (K — A,)*, die Ungleichungen

0 (C) = (A [ [ = K)F, alC) = (K = Ao [ [ m)™.

i=1 =1

Die unteren Schranken aus Korollar 4.53 werden als , lower universal arbitrage
bounds for the European call and put option“ bezeichnet (vgl. [25], Seite 18), die
untere Schranke (Ao [[;—, pi — K)7 ist auch als ,Merton’s lower bound*“ bekannt

(vgl. [43)).

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, dafl sich diese unteren Schranken durch das
Einbringen zusétzlicher Informationen {iber den Tréager noch verbessern lassen;
entscheidend wird dabei der Bereich in der ,Umgebung® von (1 + r1,...,1 4 1)
sein.
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4.4.2 Das deterministisch/dichotome Modell

Satz 4.42 zeigt, daf3 die schwache Konvergenzbedingung A* erfiillt ist, wenn man

dy,...,d, und uy,...,u, als minimale bzw. maximale Elemente der Tréger der
Faktoren wéhlt und P, ~ @, P} gilt.

Wiinschenswert ist nun eine schwache Konvergenzbedingung A, fiir die unteren
Preise, unter der die unteren Schranken angenommen werden, und fiir welche
wiederum P, ~ @, P} hinreichend ist.

Fiir die in Satz 4.51 gefundenen Schranken existiert eine solche Bedingung i.a.
nicht. Insbesondere erweist sich auch die Aussage von Theorem 3 in [56] als falsch,
dafl die unteren Schranken aus Satz 4.51 generell angenommen werden, wenn die
schwache Konvergenzbedingung A* fiir die oberen Preise erfiillt ist. Als Gegen-
beispiel betrachte man ein arbitragefreies n-Perioden Binomialmodell; in diesem
ist A* erfiillt, und die unteren Preise stimmen mit den oberen Preisen iiberein,
so daf} sie i.a. oberhalb der unteren Schranken aus Satz 4.51 liegen.

Zunachst wird daher gezeigt, dal die unteren Schranken aus Satz 4.51 noch
verbessert werden konnen, wenn nicht 147; € supp(P)) fiir alle i € {1,...,n}
gilt.

Theorem 4.54
In der Situation von Satz 4.51 sei
3d. u. Py mi <1 :
J=die{l, n}: d;,u; € supp(y. ) mit 0<d; < —I—’T <u; < oo, .
so daf supp(Pw’) C [0,d;] U [u;,00) gilt.
14+r;—d;

Fir j € J sei weiter qu, = Td% =:1—qq,, und firj ¢ J seiu; = 1+r; =:d;
=7 =J

sowie q14r; = 1.
Dann existiert ein unterer Hedge fiir C, dessen Anfangspreis mit dem fairen Preis

des Finanzderivates im zugehorigen inneren deterministisch/dichotomen Modell
ibereinstimmt (d.h. im Modell, dessen eindeutig bestimmles dquivalentes Martin-

galmag gegeben ist durch Qo = @ (qu,0u; + 4a,04,) © @07 014+, ).
JjeT
Insbesondere gilt fiir den unteren Preis die Ungleichung

k

ax(C) > aaa(C) := Z Zk Gk (Y1s - Yk) - HQyj-

ke{l,...,n} (y17-~-7yk)6,><1{dj,gj} J=1
]:
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Beweis: Man betrachte statt C wieder den Claim (0, ..., 0, 7_; o4.Cy B,,) mit ter-
minaler Auszahlung g,(Y1,....,Yn) = > p_; axfr (Y1, ..., Yi) B,,. Die Existenz ecines
unteren Hedges mit Anfangspreis aqq(C') wird nun induktiv bewiesen.

n=1:Im Fall 7 = () lege man H, fest durch

Diag (1 1
Hy, = 191 (14 7”1)7 Hos = 915 +—1-717"1)
1

A, — D gi(1+71).

Geméf dem Beweis von Satz 4.51 ist (Hp,0) dann ein unterer Hedge fiir C' mit

Anfangspreis ag g1 (1 + 7).

Sei nun J = {1} und H der Hedge von C' in einem Ein-Perioden Binomialmodell
mit Parametern d;, u; und r;. Dann erfiillt H die Bedingungen

i) HySo = 91(1)qu, + 91(d1)qa, = aaa(C),
i) H- (Aoug, 1+ 1m1)" = g1(uy),
iii) Hé : (A()dh 1+ Tl)t = gl(dl)

uy—(14r)

: . 1+m—dy R
mit q,, = ——+ und qq, = w—d,

Ml_dl
Es bleibt noch zu zeigen, da8 Hy fiir PY'-f.a. y; € (0,00) die Ungleichung

Ho1 Aoy + Hoo(1+71) < g1(y1)

erfiillt.
Sei zunéchst y1 € [u;,00). Dann gilt u; = J=7* - d; + ﬁ - 41, und aus der
Konvexitat von ¢; folgt
alw) < 220 gi(dy) + —4 ~91(y1)
T y—dy Ty —d ’
und damit
1 —dy U — Y
> + d
g(n) = u —d, 91(w) 4 91(dy)
i), i) Y1 — dy t ¢, W~ ¢ ¢
=’ —=—— Hy (Aouy, 1 +m) +— Hy- (Aody, 1 +7r
u —d; o (Ao 2 u —d; o (Aot 2

= Hé (Aoybl—f—'f’l)t.
Im Fall y; € [0,d,] folgt analog g1(y1) > HE - (Aoy1, 1 + r1)" aus der Darstellung

u, —d d, —
Qll:_l _1'3414‘_1 h C Uy
Uy — N U — N
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n>2:ImFalll €7, dh Q) = qudu, + qa,dq mit 0 <d; <1+ <y < oo,

wéihle man einen beliebigen Hedge ]SI fir (0,...,0,g,(Y1,...,Y,)) im inneren
deterministisch/dichotomen Modell (welcher u.U. nicht eindeutig bestimmt ist)
und lege das Anfangsportfolio Hy des zu konstruierenden unteren Hedges im
Aktie/Bond Modell fest durch Hy := Hy. Dann besitzt Hy den Anfangswert

HéSO - EQO(angn(}/lw“aYn))

— Z nGn(Y1, s Yn) H Qy;

n .
(yl """ yn) Gj >:< l{d'j aﬂj} J=1

und es gilt Q}'-f.s.
aq H(t) . (AO}/Vla1+T1)t = EQO(angn(Yia7Yn)|}/i)

= EQO<angn(y171/27"'7Yn))OY'1
= Z angn(}/iay27"'7yn) .quj

n .
(v2,-9n) € X {d;ou;} j=2
J:

= f(N).
Aus oy - HE - (Aoyr, 1+ 1m1)t = f(1) fiir y1 € {d;,u,} und der Konvexitit von f
folgt nun analog zum Fall n = 1 die Ungleichung

arp - Hy - (Agyr, 1+1m)" < () = > ngn (Y1, Y2, 0n) - [ [ a0,

n =2
(Y25 yn)EA>j {dj&j} =
52
(*)

fiir alle y1 € (0,d,] U [uy, 00).

Im Fall 1 ¢ 7, dh. Q) = 8,,,, definiere man

h(l‘) = Z gn(xa Y2, 7yn) ' qu/j
=2

und lege Hj fest durch
_ _D'h(14m) ~ h(l+m)  DTh(1+m)
Ao [Tea (L +12)” T (T+r) LI+

Dann ergibt sich analog zum Beweis von Satz 4.51 H{Sy = ay,-h(147r1) = aqa(C)
und

%'Hé'(Aoyl,lﬂLﬁ)t < ay - h(y)

= Z Ofngn(ylv Y2, .-y yn) ’ H Qy; (**)

n .
(y2 7777 yn) e] >:<2{¢] 729} J=2

Ho,

Hop
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fir alle y; € (0,00).

Fiir jede Realisierung y; von Y; betrachte man nun das (n—1)-Perioden Modell
mit Preisprozef3

((Aoy1, Bl)t; (A0y1Y2, Bz)t; ey (Aoy1 H Yz, Bn)t>-
k=2

Gemaéf Induktionsvoraussetzung existiert in diesem ein unterer Hedge

H(y) = (Hi(), Ha(y, Ya), ooy Ho(y1, Y, ., V2)

fiir den Claim (0, ...,0, g,(y1, Y, ..., ¥,,)) mit Anfangspreis

Z Bla/ngn(ylay%-“vyn)'quj'

(y2 ----- yn) Ej >=T<L2{dj 7ﬂj} j=2
Im Aktie/Bond Modell wihle man nun
Hy = Hy(Y1,Ys, ., Vi) = H(-, Yo, .., Yi) o Vi, 1<k<n.

Aus der Konstruktion von EI (y1) ergibt sich geméf Induktionsvoraussetzung, dafl
Hy, o(Yi,...,Yy)-meBbar und H folglich eine Handelsstrategie ist. Diese erfiillt
die Bedingungen

1) H§So = aqa(C),

(4

2) 61(H
3) 0k(H) <0 Py,-fs. firalle 2<k<n-—1,
) On(H

)= HES) — HIS; <0 P,-fs. gemiB (x) und (¥x),

4) 0,(H) < g,(Y1,...,Ys) Pyfs.

und liefert somit einen unteren Hedge fur (0, ..., 0, g, (Y3, ..., ¥,,)) mit Anfangspreis
aqq(C). Also folgt

a.(C) = a,((0,..,0,>  axCyBy)) = aaa(C).
k=1

Der untere Hedge fiir C' 148t sich aus H wieder analog zum Beweis von Satz 4.51

konstruieren.

O

Die Aussage und Beweisidee von Theorem 4.54 lassen sich wieder auf amerika-
nische Optionen mit komponentenweise konvexen Auszahlungsfunktionen iiber-
tragen. Neben der Konstruktion eines unteren Hedges, dessen Anfangspreis mit
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dem fairen Preis der Option im inneren deterministisch/dichotomen Modell
iibereinstimmt, ist aufgrund der bereits erwdhnten Asymmetrie zwischen der Defi-
nition des unteren und des oberen Preises einer amerikanischen Option ebenfalls
die Angabe einer zugehorigen Ausiibungsstrategie notwendig.

Theorem 4.55

In der Situation von Theorem 4.54 sei C' der Auszahlungsprozefy einer ameri-
kanischen Option, wobei Cy iiber eine komponentenweise konvere Funktion f
von den Faktoren Yy, ..., Yy abhinge, 1 < k < n. Dann existiert ein unterer Hedge
fiir C, dessen Anfangspreis mit dem fairen Preis aqq(C) der Option im inneren
deterministisch/dichotomen Modell tibereinstimmt (d.h. im Modell mit eindeutig
bestimmtem dquivalenten Martingalmafl Qo = @(qgj Ou, + qd, (5¢j)® Q¢ O1r;)-
Insbesondere gilt fir den unteren Preis a.(C) Ziz'eser Option die Ungleichung

a.(C) > aqa(C).

~ —

Beweis: Die Existenz einer Handelsstrategie H und einer Stoppregel 7 mit den
Eigenschaften H{Sy = a4a(C), 0x(H) < 0 P,-fs., 1 <k <n,sowie H.S, < C;
P,-f.s. wird induktiv bewiesen.

n=1: Sei U= (Uy,U) Snell’s envelope von (a,C)reqo,13 beziiglich Qp, d.h.

Ui(Y1) = aCh,
Uy = CoV Eqy(Ui(Y1)).

Dann besitzt U beziiglich Qg die Doob-Zerlegung U = M + D mit

MO - UOa
M(Y1) = Ui(V1) — Eqg,(Ui(Y1)) + U,
DO = 07

Dy = Eq,(Ui(Y1)) — Up.

Wiéhlt man 7 = inf{k > 0 : oCy = Uy}, so folgt fiir den fairen Preis der
amerikanischen Option im inneren deterministisch/dichotomen Modell

add(g) = Sll;f) EQo(aTCT) = EQO(aTOCTO) = Up
TE

(vgl. [25], Theorem 6.12 und 6.20).

Es sind nun die Félle 1 € J und 1 ¢ J zu unterscheiden:
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4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanzderivaten

1. Fall: 1 € J Es gebe 0<d; <1+ 1 <u; <oo mit supp(P})C0,d;]UJu,, c0).
Legt man I;Ifest durch H1 = H() = (HO,la H0,2>t mit

Ho o — My (uy) — Mi(d,) . My (dy)u, — Mi(w,)d,
0,1 — ) 0,2 — )

Uq _C_il

so erhélt man eine Handelsstrategie mit 6, (H) = 0. Weiterhin liefert

T = 1{U0>Co}

eine Stoppregel beziiglich (Fy, F1).
Nach Wahl von Hj gilt

ay - Hy - (Aowy, 14+1)" = Mi(wy),
a1 Hy - (Aody, 1+11)" = Mi(dy),
und damit
Uy = M,y
= EQO(Ml)
= EQo(alHésl)
= Hé ) (EQo(alAO}/l)a 1)t
Im Fall Uy > Cp, d.h. fiir 7 = 1, ergibt sich fiir y; € {d;,u,;} nun

ar - Hi - (Aoyr, 1+1m1)" = ay- Hy- (Aoyn)'
= M(y)
= Ui(y1) — Eq,(U1(Y1)) + Uy
= Ui(wn)
= a1Ci(y)-

Wegen der Konvexitit von C folgt daher auf {r = 1} N (d;, u;)¢ die Ungleichung
Hi - (Aoyr, 14 11)" < Ci(an).
Insgesamt erfiillt /' dann die Bedingungen
a) HESy = Uy = aqa(C),
b) §:(H) =0 und

c) Pw(Hi'S’r <C;) = Pw({HSSO < Co} N{r =0})
+ P,({HIS; < Ci}n{r=1})
= fw({T =0}) + Po({T =1} N (dy, wy)°)
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2. Fall: 1 ¢ J Sei 1+7; € supp(PX). Die Stoppzeit T sei analog zum Fall 1 € J
festgelegt durch

T = 1{U0>Co}'

Falls Uy = Cj gilt, so wihle man H; = Hy = (0,Up)%; diese Handelsstrategie
erfiillt offensichtlich 61(H) = 0 sowie H}Sy = Uy = Cj, und damit HLS, = C;.
Im Fall Uy > Cy sei H festgelegt durch Hy = Hy = (Hy1, Ho2)" mit
DY Ci(1+m1) Ci(1+m)
D I T
Diese Handelsstrategie erfiillt HE - (Ag(1 4+ 171),1+ 7)) = C1(1 + r1), und damit
OqHéSl = o}
- U
My Qo-fs..
Der Anfangspreis der Handelsstrategie ist demnach gegeben durch
HESy = Eg, (a1 HS,) = Eg,(My) = My = Up.
Nach Konstruktion von Hy und H; gilt im Fall Uy > Cj weiterhin die Ungleichung
Hi(Aoyr, 1+ 71)" < Ci(y1)

HO,l — DfCl(l +7’1)

fiir alle y; > 0.

Insgesamt erfiillt die Handelsstrategie EI = (FAIO, H 1) mit
Hy = Hy = (Hoxlwy>coys Uolive=coy + Hoaliuyscoy)’
nun die Bedingungen
d) H}So = Uy,
e) 01(H) =0,
f) HLS, < C, P,fs.

Sowohl fiir 1 € J als auch fiir 1 ¢ J existiert also ein unterer Hedge fiir die
amerikanische Option mit Anfangspreis Uy = aqq(C), woraus aqq(C) < a.(C)
folgt.

n >2: Snell's envelope U von (aCy)o<k<n beziiglich @ 1&8t sich festlegen
durch

Un(Yi, 7Yn) = anCm
Uk(}/layyk) = akck\/EQO(Uk—‘rl(yla"'7yk7Yk’+l))o(}/la“ka’)v n—1 2 k Z 17
Up = CoV Eq,(U1(Y1)),
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4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanzderivaten

und die Doob-Zerlegung U = D + M von U beziiglich ()y 1&8t sich in der Form
M() = Uo, DO = (0 sowie

k
My = Y [Uj(Y1, - Y)) = Equ(Ui (g, ey 951, Y3)) © (Y1, oo, V)

7j=2
+U1(V1) — Eq,(U1(Y1)) + U,
k
D, = Z [EQO(Uj(yl, ---7yj—17Yj)) © (Yb -~-7Yj—1) - Uj—l(Yh "'7Yj—1)]
j=2

wahlen, £k =1,...,n

Weiter sei H ein Hedge von (0, ...,0, M") im vollstdndigen inneren determi-
nistisch/ dichotomen Modell. Dann folgt fiir k€ {1,...,n}

&kH Sk EQO(M ‘(H,,Y)) = Mk QO'f'S'a

und der Anfangspreis des Portfolios betrigt t S0 = = Uy = aq(C).

Falls Cp = Up gilt, so wihle man im zugrundeliegenden Modell die Handels-
strategie  mit Hj;, = Hy, k = 0,...,n, und die Ausiibungsstrategie 7 = 0. Dann
ergibt sich HLS, < C: und H{Sy = aqa(C), woraus aqq(C) < a.(C) folgt.

Im folgenden sei daher U, > Cj vorausgesetzt, so dal Eg,(U;(Y1)) = Uy, also
M1 Ul gllt

Zu untersuchen sind nun wieder die Fille 1 € J und 1 ¢ J.

1. Fall: 1 € J Es gebe 0<d, <1+ r; <u, <oo mit supp(PX)C|0,d;]U[uy,0).
Dann wéhle man Hy = HO und setze

{r=1}= Yfl((du%) Uy - Hy - (Agyr, 1+ 1) < Cl(yl)}) € a(Y1).

Auf {7 = 1} wéhle man weiterhin H, = Hy, 1 < k < n. Dann gilt auf der Menge
{r = 1} offensichtlich 6;(H) = 0 fur alle i € {1, ...,n}.

Die Stoppregion {7 = 1} besitzt die Gestalt Ly U (dy,u;) U Ry mit
i) L1 =0 oder L, = (0,d]] fiir ein df < d;,
ii) Ry =0 oder Ry = [u},00) fiir ein uj > uy;

sie ist in den folgenden Abbildungen jeweils schraffiert dargestellt:
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01(21)*

C1(dy) A

aUi(y)

C1(y1)

H{(Aoy1,1471)

1 Y1

Uy (uy)
o
H{(Aoy1,1471)
Ci(uy)+
Ci(dy) +
| |
1 1 1
Ly dl Uy H’{ Ry .
== = ==3
Uy (11)
ot HE(Aoyr,14r1)
C1(ug)
C1 (41) 7
| |
1 1
dl Uy Ry u
= N
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Abb. 16a: Im Fall
a1 C1(dy) =Ui(d,),
alCl(gl) = Ul(@l)

gilt

Ll - (07C_l1]7
Ry = [y, 00);
T=1.

Abb. 16b: Im Fall
a1C1(dy) = Ui(d,),
a1 Cy(uy) < Ur(uy)

gilt

Ll == (Oydl]a

Rl = [QLOO)’ Q}f > Uy,
oder Ry = 0.

Abb. 16c¢c: Im Fall
CYlol(c_i1> < Ul(f_il)7
a1 Ci(yy) = Ui ()
gilt

Ly = (0,d], di < d,,
oder L; = ()

Rl = [QDOO)'
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Abb. 16d: Im Fall
a1C1(dy) < Ui(dy),
06101(’1_@) < Ul(ul)

Ui (uq) (A 1 gllt *
= %
f 0(Aoy1,1+4711) Ly = (Ouc_llL C_ll < C—llv
1) oder L; = 0;
Ula(;g) Ry = [uj, ), uj > uy,
Ci(dy) oder R; = 0.
1 | 1 Y1
Ly did, ul ui Ry
= N = =3 N

Fiir das Portfolio Hy gilt
ay HyS) = Egy(onHY_1S,|Y1) = Egy(M,|Y1) = My Qo-ts.,
woraus wegen M; = U; die Gleichungen

ay - HS - (Aody, 1+ 7"l)t = Ui(dy),

or - Hi - (Aguy, 14+ 1m) = Ui(w)

folgen. Aufgrund der Konvexitiat von U; (vgl. Beweis von Theorem 4.36) ergibt
sich hieraus

ay - HE - (Agyr, 1+1) < Ui(yr) Yy € (dy, )5, (%)
und insbesondere auf der Menge {7 > 1} gilt
a101 < CY1H(§5’1 < Ul(}/i)

2.Fall: 1¢J Sei 1+ 17 € supp(PX). Dann lege man H, fest durch H, =
(HO,lu H072)t mlt

DU (1 DU (1
D1+ r) +T1)> Hop = Ur(1+1y) = ———— i +7"1)‘

H ==

0.1 OélAO aq

Dieses Portfolio erfiillt oy - HE - (Ag - (14 1), (1 +71))t = Ur(1 + 1), also
oleésl = Ul(yl) = Ml(ifl) Qo—f.S.,

und damit

HéSO = MO = Uo = add(g).
Weiter sei die Stoppregion {T = 1} festgelegt durch

{r=1} ={H{S: <Ci} =Y, "({yr - Hf - (Aoyr, 1 +11)" < Ci(in)}),

und auf {7 = 1} wihle man Hy = Hy, k = 1, ..., n. Dieses Portfolio erfiillt auf der
Menge {7 = 1} offensichtlich §;(H) =0,i=1,...,n.

187



Kapitel 4: Obere und untere Preise in Aktie/Bond Modellen

Die Stoppregion {7 = 1} besitzt im Fall 1 ¢ J die Gestalt L; U R; mit
i) Ly =0 oder Ly = (0,d;] fiir ein dj < 1+ 1y,
ii) Ry =0 oder Ry = [u},00) fiir ein uf > 1+ ry;

sie ist in den folgenden Abbildungen jeweils schraffiert dargestellt:
arUilvn) Abb. 17a: Im Fall
U1(1+’I“1> = 05101(1+’I“1)
gilt

Ci(yn) Ly = (0,1+471];

Ry = [uf,00), up > 147,
oder Ry = 0.

Ci(14+71)+

E(Aoyr, 1+71)

|
T
Ly 1471

EESSSSSSSSSESN

Y1

Abb. 17b: Im Fall
Ul(l ‘|‘T1) > 01(1—|—’l“1)

gilt
C1(y1) L1 = (O,C_iﬂ, C_l’{ < 1"—7’1,
oder L; = 0;
UDQdm) | HE(Aoy1,1+71) Ry = [Qia OO), uy > 147y,
Cl(ﬁn), oder Ry = 0.

| | |
T T T
L1 d; 147r1 uf Rl

e EEESSESEEESSN]

Y1

Aus der Konstruktion von Hy und der Konvexitit von U; folgt die Ungleichung
ar- Hy - (Aoyr, 1+7m1)" < Ui(y) Y >0, (%)
d.h. oy HESy < Up (Y1), und insbesondere auf der Menge {7 > 1} ergibt sich
a,Cy < a HES, < U (V7).

Sowohl im Fall 1 € J als auch im Fall 1 ¢ J betrachte man nun fiir jede
Realisierung y; von Y] das (n—1)-Perioden Aktie/Bond Modell mit Preisprozef3

;S\Z ((Aoy1, B1)', (Agy1Ya, Bo)', ..., (Aoyn H Yi, B,)").
i=2
Fiir die amerikanische Option mit Auszahlungsprozef3

QA: (filn), fo(y1, Y2), oo, fulyn, Yo, .., Y0))
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existiert in diesem Modell geméfl Induktionsvoraussetzung eine Handelsstrategie

g = (Gl(y1)7 GZ(yh }/2)7 ) Gn(yla }/27 LS Yn))
und eine Stoppregel o,, mit folgenden Eigenschaften:
1) G bildet zusammen mit der Ausiibungsstrategie o,, einen unteren Hedge

fiir die Option, d.h. es gilt G _ - §U < a, plYzeYn) g o
Y1 Y1 Y1

2) Der Anfangspreis von G stimmt mit dem fairen Preis ?idd(@ (y1)) dieser
Option im inneren (n — 1)-Perioden deterministisch/dichotomen Modell
iiberein (dessen eindeutig bestimmtes dquivalentes MartingalmaBl gegeben

ist durch @ = (Y2 """ Yn) ) Analog zum Beweis von Theorem 4.36 ergibt
sich add(g(yl)) Uy (y1), so daB

1
GY - (Aoyr, By)' = o Ui(y1)
1
folgt.

3) Die Komponenten von G hdngen geméf der Konstruktion in den vorherigen
Induktionsschritten mefibar von y; ab.

4) Fiir (1, ..., yn) € {7 > 1} gilt Ci(y1) < 5; - Ui(y1) und damit
Uyl(y27 7yn) > 1.

5) oy, := 0y, 0Y] ist geméB der Festlegung von o, (im vorherigen Induktions-
schritt) eine Stoppregel im n-Perioden Aktie/Bond Modell.

Insgesamt liefert
7 = L) (Uo) - [Lg-(aopn 1m0 <0 i) (V1) + Lparg o t4ryes ey (V1) - o]
eine Stoppregel und H mit Hy = (Ho1, Hop)" sowie
Hy = Holgr<iy + Gp(Yr, . Vi) lesny, k=1,...,n,
eine Handelsstrategie mit den Eigenschaften

1 H So = Cde(C)

iii

1)
i) 01(H) = 1oy - HiS1 — Un(Y1) <0 Py-fis. (vel. (%), (+%)),
i) 0x(H) =171y -0k(G) <0 Pyfs, k=2,...,n

)

HLS, < C, P,fs.

iv
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Die Aussage von Korollar 3.21 kann nun deutlich verallgemeinert werden:

Satz 4.56

In der Situation von Theorem 4.54 und Theorem 4.55 seien die Auszahlungs-
funktionen zusdtzlich nicht-negativ und beziiglich jedes Mafles (Q € P absolut
integrierbar. Dann sind alle arbitragefreien Preise der dort betrachteten Finanz-
derivate nicht kleiner als ihre fairen Preise im inneren deterministisch/dicho-
tomen Modell.

Beweis: Sei C' ein Finanzderivat mit regelméffigen nicht-negativen Auszahlungen,
die iiber komponentenweise konvexe Funktionen von den Faktoren des Aktien-
preisprozesses abhingen, und gelte Cy, € £1(Q) fiir alle k € {1,...,n} und Q € P.

GeméB Definition/Korollar 1.20 ist die untere Schranke fiir die arbitragefreien
Preise von C' gegeben durch infoep Eg(> 1, a;C;), und Theorem 4.54 liefert
a.(C) > aqqa(C). Es reicht also zu zeigen, daf

<
(€ 522%2@0

gilt.

Die lower hedging duality fir Finanzderivate mit regelméfiigen Auszahlungen
(vgl. Theorem 4.48) 1aBt sich hierfiir ohne die Voraussetzung a*(C') < oo nicht
verwenden, so daf} ein alternativer Ansatz notwendig ist.

Sei H ein unterer Hedge fiir C, d.h es gelte 6;(H) < C; P,-fs. fiir alle i €
{1,...,n}, und es sei H, = 0. Weiter sei () ein dquivalentes Martingalmaf. Defi-
niert man M= (Mj)kefo,...ny durch My = H{Sy und

My, = H{So + Z 1(04S; —018i1), k=1,...n,

so ist M als Martingaltransformation gemifl Satz 4.3 ein lokales Martingal
beziiglich Q). Weiter gilt

M, = i%‘&i(g) < ia’ici Py-fs.,
i=1 i=1

und somit

M < () aC)t Qfs.
=1
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4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanzderivaten

Aus Eg(] Y1, 2Ci]) < oo folgt daher Eg(M,") < oo, so daB Mnach Satz 4.5
ein Martingal beziiglich @) bildet. Insgesamt ergibt sich

H{So = My = Eq(M,) = Eq()_ cudi(H)) < Eg()_ euCy)
fiir alle @) € P und jeden unteren Hedge H, und damit schlielich
a,(C') = sup{H{So : Hy ist ein unterer Hedge fiir C'} < érel’fP EQ(Z1 a;C;)

Sei nun C der nicht-negative Auszahlungsprozef§ einer amerikanischen Option,
wobei Cy, fir jedes k € {1,...,n} dieselben Eigenschaften wie oben besitze. Nach
Satz 1.22 ist die Menge der arbitragefreien Preise fiir C' nach unten beschrinkt

durch sup inf Eg(a,C;), und geméfl Theorem 4.55 gllt a.(C) > aqa(C).
7€T QP

Es reicht also zu zeigen, dafl

a.(C) < sup inf Eg(a,C;)
T€T QeP

gilt, wobei auch hier die lower hedging duality fiir amerikanische Optionen (vgl.
Satz 4.50) ohne die Zusatzvoraussetzung a*(C') < oo nicht verwendet werden
kann.

Sei H ein unterer Hedge fiir C, d.h. es gelte 6;(H) = 0 P,-fs. fiirallei € {1,...,n}
und H 1Sy < C, fiir eine Stoppregel o, und sei () ein dquivalentes Martlngalmaﬁ
Dann bildet M= (M},)keqo,...ny mit My = HSy und

k
Mk :HSSO—FZHit_l(aiSi_ai—lSi—l)a k= 1,‘..,71,
=1

ein lokales Martingal beziiglich (), und aus der Selbstfinanzierung von H folgt
M, = OékH]iSk P,-fs. fir alle k € {0, ,n}
Als néchstes wird die folgende Aussage benotigt:

Hilfsbehauptung:

.....

F = (Fo,.... Fn). Dann bildet der gestoppte Prozefs

X = (Xk/\‘f')kE{O ..... n}

ebenfalls ein lokales Martingal beziiglich F.
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Beweis der Hilfsbehauptung: Sei (7;)jen eine lokalisierende Folge fiir X. Fiir
J € N gilt dann Xoarnr, = Xonr, sowie

k—1
Xk/\T/\Tj = Z Xk/\TATj : 1{7-:1‘} + Xk;/\T/\Tj : 1{7’2k}

=0
k-1

= Z Xi/\T/\TJ‘ ' l{T:i} + X]C/\T/\Tj : 1{7’2.’9}
=0
k—1

= Z Xi/\Tj : 1{7‘:@'} + Xk/\'rj : 1{72k}a

=0

k = 1,..,n. Aus der Integrierbarkeit von X, fiir alle i € {0,...,n} folgt nun
diejenige von Xyarar;, und aus den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte
ergibt sich fir k € {1,...,n}

k—1
E(Xiprne | Fic1) = > Xine, Lirmiy + BE(Xpnr, - Lirsay | Frt)

=0
k—1

= ZXi/\Tj'l{Tzz} + Lrory E(Xpnr; | Fr-1)
i=0
k1

= Z Xiney  Lir=iy + Lrip- X(e-1)ar,
i=0
k-1

= ZX(k_n/\mTj'l{T:i} + Liroky  Xe—1)arar
=0

- X(k*l)/\T/\T]‘ .

Folglich ist X7 ein lokales Martingal mit (7;);en als lokalisierender Folge.

O

Aus der Hilfsbehauptung ergibt sich nun, daf8 der gestoppte Prozef M7 ein lokales
Martingal beziiglich @) bildet. Weiter gilt

M? = Mypng = M, = a, H.S, < a,C,  Q-fs.,
und zusammen mit Cy € £4(Q) fur alle k € {1,...,n} folgt
Eo((MJ)*) < Eqla,Cf) < oo.
Geméf Satz 4.5 bildet M° ein Martingal beziiglich @), so daf} sich

HYSy = My = Mg = Eg(M) < Eo(a,C,)
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ergibt. Da @) € P beliebig gewahlt war, folgt

H}Sy < inf Fg(a,Cy) < sup inf Eg(a,C,),
QeP T€T QEP

insgesamt also

a,(C') = sup{H{Sy : H ist ein unterer Hedge fiir C'} < sup inf Eg(a.C;).
T€T QEP

O

Insgesamt ist es in diesem Abschnitt gelungen, leicht zu berechnende Schranken
fiir die unteren Preise und zugehorige untere Hedges fiir Finanzderivate mit kom-
ponentenweise konvexen Auszahlungsfunktionen zu finden. Fiir die Berechnung
der universellen unteren Arbitragegrenzen aus Satz 4.51 werden dabei keine Infor-
mationen iiber P, benétigt, und die Angabe von , besseren* unteren Schranken
in den Theoremen 4.54 und 4.55 beruht allein auf der Kenntnis von Schranken
dy,...,d, und uy, ..., u, mit supp(PY) C [0,d,] U [u;, 00) fiir alle 1 < i < n.

Wiinschenswert ist nun wieder die Angabe eines hinreichenden Kriteriums dafiir,
daB die unteren Preise mit den unteren Schranken iibereinstimmen. Dann ermog-
lichen die Beweise von Theorem 4.54 und 4.55 die konstruktive Bestimmung von
unteren Hedges zu den unteren Preisen, und gegeniiber den Beweisen von Satz
4.48 und 4.50 kann auf die Voraussetzung verzichtet werden, dafl die oberen Preise
der betrachteten Finanzderivate endlich sind.

4.4.3 Die schwache Konvergenzbedingung A,

Bei der schwachen Konvergenzbedingung A* fiir die oberen Preise ist die
Existenz von oben Schranken wy,...,u, € R fiir supp(PX), ..., supp(PX") eine
essentielle Voraussetzung. Daher kénnen im Beweis von Theorem 4.39 die Duali-
tatssitze fiir die oberen Preise verwendet werden; weiterhin folgt aus der Stetig-
keit von Ck sofort limm_m EQm (Ck> = EQO (Ck>, k= 1, .

Bei der Berechnung der unteren Schranken in Theorem 4.54 und 4.55 ist die
Voraussetzung endlicher oberer Schranken nicht notwendig; die relevanten Infor-
mationen liefern die ,inneren* Schranken u;, = min{z € supp(P}) : x > 1+ r;}
und d; = max{z € supp(PY) : x <1+ r;},i=1,...,n. Da zum einen ohne die
Zusatzvoraussetzung endlicher oberer Preise die Dualitétssitze fiir die unteren
Preise nicht verwendet werden konnen, zum anderen aus der schwachen Kon-
vergenz einer Folge dquivalenter Martingalmafle nicht direkt die Konvergenz der
zugehorigen Erwartungswerte folgt, ist in der Situation von Theorem 4.54 und
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Theorem 4.55 die Bedingung

( Die Menge P dquivalenter Martingalmafle enthélt
eine Folge (Qy,)men mit

A* : Qmﬂ)QO:®jej(QU-5u-+Qd-(5d->®®j¢j51+rja

wobei ¢, = 1+Tj_d*7 =1-—qq, fir j € J gilt.
\ - U;—a;

ohne zusétzliche Voraussetzungen nicht hinreichend dafiir, daf§ die unteren Preise
mit den unteren Schranken iibereinstimmen.

Als geeignete Zusatzforderung erweist sich die gleichgradige Integrierbarkeit der
Auszahlungsfunktionen beziiglich der schwach konvergenten Folge &dquivalenter
Martingalmafle:

Theorem 4.57

In der Situation von Theorem 4.54 bzw. Theorem 4.55 sei C' ein Finanzderivat mit
regelmdajfigen Auszahlungen bzw. der Auszahlungsprozefl einer amerikanischen
Option, wobei es fir jedes k € {1,...,n} eine komponentenweise konveze (und
damit stetige) Funktion fi, gebe mit Cy = fr(Y1, ..., Yy). Existiert dann eine Folge
(Qm)men Gdquivalenter Martingalmafle mit

i) lim sup [ |CkldQ =0 fiir alle 1<k <n,

a— 0o m€]N{|Ck|>a}

.. w 1+r;—d; u,;—(147rj)
M’) QméQ():@jej( u]J_dA 5u] +]—] (Sd )® ®]¢j51+rﬂ’

50 gilt aqq(C) = a.(C).
Beweis: Aus Forderung i) folgt zundchst Cy € L£1(Q,) fiir alle m € N und
ke{l,..,n}

Zuerst wird der Fall betrachtet, daf§ C' ein Finanzderivat mit regelméfigen Aus-
zahlungen ist. Analog zum Beweis von Satz 4.56 ergibt sich die Ungleichung

a.(C) < inf Eg, ( ZOéC

meN
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4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanzderivaten

Weiterhin folgt aus i) und ¢i) zusammen mit der Stetigkeit von Ci,...,C,, die

Gleichung
lim EQm (Z OéZCZ) = EQO (Z Oéicl)
i=1 =1
(vgl. [1], Satz 50.2 und 50.5). Zusammen mit Theorem 4.54 ergibt sich schliefllich

add(g) S a*(C’ < mf EQ“ Zaz i < EQO ZO& C = add((])

meN
=1

d.h. der untere Preis a,(C') des Finanzderivates stimmt mit der unteren Schranke
aqq(C') iiberein.

Sei nun C der Auszahlungsproze8 einer amerikanischen Option. Analog zum
Beweis von Satz 4.56 erhélt man

a.(C) <sup inf Eg, (a,;C;).

7€T meN

Wenn nun fiir alle 7 € 7 die Ungleichung
int g, (0:C;) < Fo,(0-C;) (*)

gezeigt werden kann, so folgt zusammen mit Theorem 4.55

add(g) < a*(g) <sup inf Ey, (a,C;) <sup Eg,(a,C;) = add(g),
T€T

T7€T meN

d.h. der untere Preis a,(C') stimmt mit der unteren Schranke a4(C') iiberein.
Zum Beweis von (%) reicht es zu zeigen, daf fiir alle 7 € 7 gilt:

Ve>0 3ImpgeN Vm>mg: Eg, (a.Cr) < Eg,(a,;C;) + €.
Fiir 7 = 0 ist nichts zu zeigen, so dafl im folgenden 7 > 1 vorausgesetzt wird.
Sei ¢ > 0 vorgegeben. Man wihle zunédchst a € R so grof}, dafl fiir alle
ke{l,...n}

19

CldO,, < —

sup / | Cy|dQ <6 (%)
{ICxl>a}

gilt. Fir k € {1,...,n} definiere man weiter M}, := supp(Q,
D — { {d;;v;}, 1€ T,
{14r;}, i ¢ J.
Fiir s; € D; und (festes) d > 0 sei weiterhin
As, = (8; — 0,8+ 9),
wobei ¢ so klein gewéhlt wird, dafl die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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Kapitel 4: Obere und untere Preise in Aktie/Bond Modellen

1) 0<d;—d0<d;+6<u;—0 firallejeJ.
2) 0<1l+r;—6 furallej ¢ J.

3) Fiir jedes k € {1,...,n} und fiir jede Wahl von (s1, ..., sx) € My gilt

g
sup k |fk(yla "'7yk) - fk(slv "'7Sk)| S g
(Y15 yk)€i>__<1Asi

SchlieBlich definiere man Q := X (Ag U A, ) x X A, .
jeg: = s geT /
j=>k j=>k

Dann gilt fiir m € N

EQm<OéTCT) == Z/ Oékade

3 /{} «Ci 3 i

k=1
; {r=k}NQ1 ; {r=k}INQ{N{|Ck|>a}

+>aar Qn(Q). (%)
k=1

Aus (%) folgt nun

€
/ ag|Crl dQm < o
{

r=k}NQEN{|Cx|>a} n
fiir alle m € N und fiir alle k£ € {1,...,n}.

Weiter folgt aus Q,, — Qo zusammen mit Q(d€$) = 0 und dem Portmanteau-
Theorem (vgl. [57], Satz 7.9) lim,, . @m(2) = Qo(2f) = 0; fiir hinreichend

grofles m; gilt demnach

. €
aa, Qu(Q) < o
fir alle m > my und fiir alle k € {1,...,n}.
Aus (xx) ergibt sich daher fiir alle m > my
Eg,(a:Cr) <Y / anChdQy + = (e % %)
— Jir=kyne, 3
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4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanzderivaten

Fir k € {1,...,n — 1} ergibt sich

/ o, CrdQ,, = Z / & arfre(yrs o Uk) dQm
{r=k}n (81,,51) €M, {T:k}m(iélASiXQk-H)
< / k akfk<817"'75k) de
(81 ..... Sk)EMk {T:k}m(iélAsiXQkJ"l)
£
£ Qulr =)

und analog folgt fiir k =n

3)
[ acidan < [ el dQ
{T=n}N {r=n}n XlASi

Fir k€ {1,...,n—1} gilt {7 =k} = (Y1, ..., Vi) "1 (Gi) = G}, x (0,00)"* fiir eine
mef3bare Menge Gy C (0, 00)*, so daB sich die Darstellung

{r =k} 0 ( X Ay x Qi) = (G N X AL X Qi

ergibt. Aus i
Qo (8 [(Gk mi>:<1ASi> X Qk;—f—l]) =0

und Q,, — Q folgt gemif dem Portmanteau-Theorem

k
. k k
Tim Qu ((GrNX,As) ¥ Qt) = Qo((GrNX Au) X Qusr) = L (51, 50) - [ ]
i=1

1+r;—d; . .
ﬁzl—q@,y ceJ,und iy, =1,5¢ 7.

mit gy, = Z

Die Menge {7 = n} = {r < n—1}°14Bt sich in der Form {r =n} = F,,_; x (0, 00)
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mit einer mefibaren Menge F},_; C (0,00)" ! schreiben, so dafl sich analog

Jim Qu((Fuy % (0,00) 0 % A4) = Quf(Fat x (0,00) KAL)
= Qo((Fn 1ﬂn>_<1A )XASn)

= 1Fn 1 317-' Sn— 1 ]‘_[qsZ

ergibt. Folglich existiert ein my > my, so daf fiir alle m > my die Ungleichung

EQm(Oé.,—CT> < Z ozkfk(sl,..., ) 1Gk S1y.-45 S Hqsl

+ Z anfn(sl,..., ) 1g, 51,‘- Sn— 1 Hqsz

erfiillt ist.
O

Speziell fiir die Funktionen CY = (A4, — K)* und Cf = (K — A)* (mit K > 0)
folgt aus |C¢| < |Ax| und ]C’P\ < K wegen Eqg(|Ag]) = By < oo und Eg(K) < oo
fiir alle @ € P zusammen mit Korollar 50.3 in [1]

lim sup / ICE|dQ =0, lim sup / |ICL|dQ = 0.
a—oo QEP a—oo QEP
{Icg[>a} {ICf1>a}

Als Folgerung ergibt sich:

Bemerkung 4.58

Die Auszahlungsprozesse von amerikanischen und europdischen Call- und Put-
Optionen erfillen die Figenschaft i) aus Theorem 4.57 fiir jede Familie (Qn)men
von dquivalenten Martingalmafen.

Als hinreichendes Kriterium fiir die Giiltigkeit der schwachen Konvergenzbedin-
gung A, erhdlt man analog zum Satz 4.42:
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4.4 Schranken fiir die unteren Preise von Finanzderivaten

Bemerkung 4.59
In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell gelte P, ~ @i, PYi. Weiter sei
J={je{l,..,n}:1+r; ¢ supp(Pa)}, und fiir j € J seien

d; = max{y € supp(P)) : y; < 1+r;}, u; = min{y € supp(P)7) : y; > 1+r;}.

Dann ezistiert eine Folge (Qm)men dquivalenter Martingalmafle mit

14+7r;—d; w, — (147,

w d u ) .

_ J )
Qm ’QO—®( " —d. 6u]+—u—dj -5dj)®%5l+rj.
J

jer WY Y

Insgesamt liegt mit der schwachen Konvergenzbedingung A, ein hinreichendes
Kriterium dafiir vor, dal die unteren Preise von Finanzderivaten mit komponen-
tenweise konvexen Auszahlungsfunktionen in einem arbitragefreien Aktie/Bond
Modell mit ihren fairen Preisen im inneren determistisch/dichotomen Modell
iibereinstimmen, und dafl die in Theorem 4.54 und 4.55 gefunden unteren Schran-
ken die maximalen Anfangskosten von unteren Hedges angeben.

Insbesondere sind die Informationen P, ~ @ , PY und die Lage von d; =
max{y € supp(PY) :y < 1+ 7} und v, = min{y € supp(PY) : y > 1+ 1}
hinreichend dafiir, bei amerikanischen und européischen Call- und Put-Optionen
die unteren Preise und die zugehorigen unteren Hedges bestimmen zu konnen.
Gegeniiber den Dualitatssitzen 4.48 und 4.50 ergeben sich dabei die entscheiden-
den Vorteile, daf§ die unteren Hedges konstruktiv ermittelt werden, und dafl auf
die Forderung eines endlichen oberen Preises verzichtet werden kann.
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Kapitel 5

Eigenschaften oberer und unterer
Preise

In Kapitel 4 wurde gezeigt, dafl sich fiir Finanzderivate mit komponentenweise
konvexen Auszahlungsfunktionen leicht zu berechnende untere Schranken fiir die
unteren Preise finden lassen und im Falle beschréinkter Faktoren ebenfalls leicht
zu berechnende obere Schranken fiir die oberen Preise. Die entscheidenden Infor-
mationen liefern dabei die Werte min supp(P}?), sup supp(PY?), min{y; : y; €
supp(PY) N [1 + r;, 00)} sowie max{y; : y; € supp(PY)N[0,1+7r]}, i=1,...,n.

Dariiberhinaus wurden schwache Konvergenzbedingungen angegeben, die (in Ver-
bindung mit der zusétzlich angenommenen gleichgradigen Integrierbarkeit der
Auszahlungsfunktionen beziiglich einer geeigneten Folge dquivalenter Martingal-
mafe im Falle der unteren Preise) hinreichend dafiir sind, daf die oberen bzw.
unteren Schranken angenommen werden.

Insbesondere im Fall P, ~ @;_, P} werden diese Voraussetzungen von den
amerikanischen und européischen Call- und Put-Optionen erfiillt, so daf§ sich die
oberen und unteren Preise dieser fundamentalen Finanzderivate leicht berech-
nen lassen. Desweiteren lassen sich die zugehdrigen oberen und unteren Hedges
konstruktiv bestimmen.

In dieser Hinsicht erscheint das Konzept oberer und unterer Preise und Hed-
ges als sinnvoller Ansatz zur Bewertung von Finanzderivaten in arbitragefreien
Aktie/Bond Modellen. Speziell im Falle der Vollstandigkeit stimmen oberer,
unterer und fairer Preis jedes Finanzderivates iiberein, und der zugehotrige Hedge
liefert eine sub- bzw. superreplizierende Handelsstrategie mit maximalen bzw.
minimalen Anfangskosten. Das Konzept oberer und unterer Preise erweist sich
also als vertraglich mit der fairen Bewertung von Derivaten unter Verwendung
von Portfoliodquivalenten in vollstdndigen Modellen und soll in diesem Kapitel
néher untersucht werden.
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5.1 Untersuchung auf Arbitragefreiheit

Bei der Bewertung eines Finanzderivates in einem arbitragefreien Modell ist die
Forderung naheliegend, dafl der Ausgabepreis weder fiir den Verkaufer noch fiir
den Kéaufer eine Arbitragemoglichkeit ercffnen sollte.

Auf die Frage, ob der obere oder untere Preis eines Finanzderivates mit regelméfi-
gen Auszahlungen in einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell einen risikolosen
Profit ermdoglicht, findet sich auf den Seiten 396 und 398 in [63] (unter Ver-
wendung der Notation C, bzw. C* fiir a, bzw. ¢* und z fiir den Ausgabepreis
des Derivates) die folgende Antwort: , The intervals [0, C,) and (C*, 00) are the
(maximal) sets of prices that give a buyer or a seller, respectively, opportunities
for arbitrage.(...) Thus, we have two intervals, [0, C}) and (C*, 00), of prices giving
opportunities for arbitrage. At the same time, if z € [C,, C*], then the buyer and
the seller have no such opportunities. (...) We emphasize again that a transaction
at a mutually acceptable price x € [C,, C*] gives no riskless gains to either side.“

Folglich wiirde sich insbesondere der obere Preis als ein hervorragender Ansatz
zur Bewertung von Finanzderivaten in unvollstdndigen Méarkten anbieten: Zum
einen stellt er dem Herausgeber des Finanzderivates die finanziellen Mittel zur
Verfiigung, einen oberen Hedge zu erwerben und mit dessen Hilfe alle entstehen-
den Anspriiche ohne weitere Zuzahlungen zu erfiillen, und zum anderen wére er
als arbitragefreier Preis auch fiir den Kaufer akzeptabel.

Die obige Aussage stellt sich jedoch in Aktie/Bond Modellen i.a. als falsch her-
aus. Man betrachte z.B. ein BS(,) Modell oder ein Gauflsches bzw. bedingtes
Gauflsches Modell. Gemé&f3 Abschnitt 2.3 sind diese Modelle arbitragefrei, und
in ihnen gilt P, ~ @, , P} sowie minsupp(PY) = 0, supsupp(Pl) = oo
und 1+ r; € supp(PY?), i = 1,...,n. Gemif Satz 4.28 betriigt der obere Preis
jeder européischen Call-Option in diesen Modellen Ay. Durch Verkauf der Option
zum oberen Preis und Erwerb der Aktie erwirtschaftet der Herausgeber einen
risikolosen Profit in Hohe von A,—(A,—K)* = K14, >k} +Anl{a, <k} Der obere
Preis jeder européischen Put-Option ist gegeben durch o, K, so daf§ sich fiir den
Herausgeber durch Investition von a, K in die festverzinsliche Anlage ein risiko-
loser Profit in Hohe von K — (K — A,)* = Klya,>k) + Anl{a, <k ergibt.

Der untere Preis einer européischen Call-Option mit Ausiibungspreis K > 0
betrigt gemiaB Theorem 4.54 und Theorem 4.57 «, (B, — K)*. Fiir K > B,, ist
er folglich gleich Null, es gilt jedoch P,(A, > K) > 0, so dafl der Kaufer durch
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5.1 Untersuchung auf Arbitragefreiheit

Erwerb der Option zum unteren Preis einen risikolosen Profit erwirtschaften kann.
Analog ergibt sich, dafl fiir eine europiische Put-Option mit Ausiibungspreis
K < B, der untere Preis Null betragt und folglich arbitragebehaftet ist.

Aus den Existenzbeweisen oberer bzw. unterer Hedges zum oberen bzw. unteren
Preis (vgl. Satz 4.13, 4.18, 4.48 und 4.50) ergibt sich allgemeiner:

Bemerkung 5.1

In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C' ein Claim mit regelmdfSigen
Auszahlungen, fir den Y. | o;C; Py-f.s. nach unten beschrinkt ist, oder eine
amerikanische Option mit P,-f.s. nach unten beschrinkten Auszahlungsfunktio-
nen. Ist der obere Preis des Finanzderivates endlich, so existieren sowohl obere
Hedges zu den oberen Preisen als auch untere Hedges zu den unteren Preisen. Ist
C nicht absicherbar, so erdffnet folglich der obere Preis dem Verkdufer und der
untere Preis dem Kaufer eine Arbitragemdglichkeit.

Aus Bemerkung 5.1 ergibt sich ein erster wesentlicher Kritikpunkt am Konzept
der oberen und unteren Preise: Nur wenn die in Bemerkung 5.1 genannten Finanz-
derivate absicherbar sind, und folglich eindeutig bestimmte arbitragefreie Preise
existieren, liefern die oberen und unteren Preise keine Arbitragemoglichkeit. Fiir
absicherbare Finanzderivate ist jedoch eine Suche nach alternativen Preiskonzep-
ten nicht erforderlich.

Als direkte Folgerung aus Theorem 2.14 erhidlt man fiir die fundamentalen
Finanzderivate europiische Call- und Put-Optionen und amerikanische Call-
Optionen:

Satz 5.2

In einem arbitragefreien n-Perioden Aktie/Bond Modell, in dem die Faktoren
nicht-deterministisch und nicht alle dichotom seien, gelte P, ~ Qi PYi sowie
sup supp(PY?) = sup supp(Pa’) und min supp(PY) = minsupp(Pa’) fir alle
i,7 €{1,...,n}. Dann gilt:

a) Es existieren hochstens n—1 verschiedene europdische Call- oder Put-Optio-
nen oder amerikanische Call-Optionen, deren Ausibungspreise Ky, ..., K, _1
die Bedingungen P,(A, > K;) > 0 und P,(A, < K;) > 0 erfillen,
1 = 1,....,n — 1, und bei denen die oberen oder die unteren Preise keine
Arbitragemaoglichkeit erdffnen.
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b) Existiert in diesem Modell kein i € {1,...,n} mit |supp(PY)| > |supp(Pa’)|
fiir alle 5 # i, so ermdglichen die oberen und unteren Preise aller
europdischen Call- und Put-Optionen und amerikanischen Call-Optionen,
deren Austibungspreis K die beiden Bedingungen P,(A, > K) > 0 und
P,(A, < K) > 0 erfillt, einen Arbitrage.

Korollar 5.3

In BS(,y Modellen und Gaufschen sowie bedingten Gaufschen Modellen ermdg-
lichen die oberen und unteren Preise von europdischen Call- und Put-Optionen
und amerikanischen Call-Optionen einen risikolosen Profit.

Unter dem Aspekt der Arbitragefreiheit erweist sich das Konzept der oberen und
unteren Preise folglich als ungeeignet fiir die Bewertung von Finanzderivaten in
unvollsténdigen Aktie/Bond Modellen, insbesondere von européischen Call- und
Put-Optionen und amerikanischen Call-Optionen in BS(,) Modellen sowie Gau$-
schen und bedingten Gaufischen Modellen.

Fiir die in Bemerkung 5.1 beschriebenen Finanzderivate geben die oberen und
unteren Preise jedoch zumindest Schranken fiir alle arbitragefreien Preise an und
liefern somit kritische Werte, anhand derer sich die Ausgabepreise auf Arbitrage-
freiheit untersuchen lassen.

5.2 Konsistente Preissysteme

Im diesem Abschnitt werden elementare Eigenschaften vorgestellt, die ein , ver-
niinftiges“ Preissystem besitzen sollte. AnschlieBend wird untersucht, ob die
Abbildungen C' — a*(C') und C — a,(C) diesen Anforderungen entsprechen,
und ob sie andernfalls zumindest wieder Schranken fiir alle Ausgabepreise in
,verniinftigen“ Preissystemen liefern.

Dazu wird zunéchst die Definition eines konsistenten Preissystems von Harrison
und Pliska verallgemeinert. Fiir ein Aktie/Bond Modell mit endlichem Grund-
raum 2, in dem Finanzderivate mit nicht-negativen terminalen Auszahlungen
gehandelt werden, wird in [27] eine Abbildung 7 von C := {C : 2 — [0, 00)} nach
[0, 00) mit

i) 7(C) =0« C =0und

ii) m(aCy + bCs) = am(Cy) + br(Cy) fur alle a,b > 0 und Cy,Cy € C
als Preissystem bezeichnet. Gilt weiterhin

iil) m(HLS,) = H{Sp fiir alle selbstfinanzierenden Handelsstrategien H mit

so heifit das Preissystem konsistent (mit dem zugrundeliegenden Finanzmarkt).
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Harrison und Pliska zeigen in [27], daf die Abbildungen

Uy @ — mg mit 1o (C) = Eg(a,C),
Uy = Qr mit Q. (G) =7(B,lg)

eine Bijektion zwischen den Mengen der konsistenten Preissysteme und der dqui-
valenten Martingalmafe liefern.

Dieses Ergebnis soll nun auf Finanzderivate mit regelméfiigen Auszahlungen in
beliebigen Aktie/Bond Modellen verallgemeinert werden. Insbesondere soll der
Grundraum nicht notwendigerweise endlich sein, so dafl die Auszahlungen nicht
zwangslaufig primitive Funktionen sind. Zusétzlich wird die Forderung von nicht-
negativen Auszahlungen abgeschwicht, so dafl auch die Entnahmeprozesse von
Handelsstrategien und Kombinationen von Finanzderivaten wie z.B. bear spreads
bewertet werden koénnen.

Definition 5.4
In einem Aktie/Bond Modell seien

¢—lo=(c ) C'ist ein Claim mat regelmdfigen Auszahlungen, fiir
TVR T VT den ein K € R emistiert mit Yoo, 0iCi > K Py-fs. )’
(’I+::{Q€ C:C; >0 Pyfs., 1 <i<n}.

FEin Preissystem ist eine Abbildung 7w : € — R U {oo} mit den Eigenschaften:

1) Fir alle C,D € € und a,b € R mit aC+ bD := (aC; + bD;)1<i<n € € gill
~(aC+bD) = ax(C) + br(D).

2) Fir alle C e €* gilt 71(C')> 0 sowie 7(C) =0 C=0 P,-f.s..

3) Besitzt C € €F eine Zerlequng der Form C'= %1, C, mit C, € € fir alle
keN, sogilt m1(C) => 7o, 7(Cy).

4) 71'((01, s Cn)) = 7r(((), L 0,300 aiCiBn)) fiir alle C € €.

Es wird als konsistent (mit dem zugrundeliegenden Finanzmarkt) bezeichnet, falls
die Bedingung

5) w((61(H),...,00(H))) = H{So fiir alle Handelsstrategien H, fir die H, =0
gilt und Y| 0;0;(H) P,-f.s. nach unten beschrinkt ist.

erfillt ist.
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Bemerkung 5.5

Sei m ein konsistentes Preissystem gemdf Definition 5.4 und H eine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie mit V,(H) > 0 P,-f.s.. Weiter sei G festgelegt durch
Gr=H, k=0,...n—1, und G, = 0. Dann gilt

7((0,....,0,Vo(H))) = =((0,..,0, H._,S,))
= 7((01(G), . 0.(G)))

= GLSo

= HLS,,

d.h. die Festlequng eines konsistenten Preissystems in Definition 5.4 ist ver-
traglich mit der Festlegung von Harrison und Pliska.

Das folgende Theorem liefert eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Existenz eines konsistenten Preissystems in Aktie/Bond Modellen und verall-
gemeinert das Resultat von Harrison und Pliska:

Theorem 5.6
In einem Aktie/Bond Modell existiert genau dann ein konsistentes Preissystem,
wenn |P| > 1 gilt. Weiterhin liefern die Abbildungen

i) ™= Qr mit Q(G) :=7((0,...,0, B,1g)) fir alle G € F,,
i) Q — mg mit mo(C) = Eg(} 1, o,C;) fiir alle C€ €

eine Bijektion zwischen den Mengen der konsistenten Preissysteme und der dqui-
valenten Martingalmafe.

Zum Beweis von Theorem 5.6 wird zunéchst eine Hilfsaussage benétigt:

Lemma 5.7
Sei (Cr)ren, €ine Folge von Claims mit Cy, = (C1, ..., Ck,n) € € fiir alle k € Ny.
Weiter existiere eine P,-Nullmenge N mit

lim sup |Ci(w) — Coi(w)] =0

k— oo weN¢e
fiir alle 1 <i <n. Dann gilt limy_.o 7(Ci) = 7(Co).
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Beweis: Wegen limy,_o sup,,e ye |Cri(w) — Coi(w)| = 0 existiert fiir alle ¢ > 0 und
i€{l,...,n} ein k;(¢) € N mit

|Cri(w) = Coi(w)| <

S|m

i £
JJ+r) ==B
j=1 "

fiir alle & > k;(¢) und alle w € N°¢.

Sei also € > 0 vorgegeben. Fiir alle k > ko(e) := max ki(e) ergibt sich unter

Verwendung der Notation C) X Cy & Cy; < Oy Py-fs., i =1,...,n, die Un-
gleichung

gk — (%BI; ceey %Bn) = QO = Qk: + (%Blu ) %Bn)

Fiir ein konsistentes Preissystem 7 folgt aus Eigenschaft 1)

7(Ch) = (=B, —Ba) < (Co) < 7(C) + 7 (= Br, s = B).

Weiterhin erfiillt die Handelsstrategie

n—1)e n—2)e €

= (0. 0. "y 0 2y 0.5) (0.0))
die Gleichungen

i) H{Sy =¢ und

i) Gi(H)==B;, i=1,..,n.
Die Eigenschaft 5) von 7 liefert daher W(%Bl, e %Bn) = HlSy=¢.
Folglich existiert fiir jedes € > 0 ein ko(e) € N mit
m(Ch) —e < 7(Co) < 7(Cy) +¢

fiir alle k > k().
U

Beweis von Theorem 5.6: a) Es gelte |P| > 1. Fiir ein dquivalentes Martin-
galmaB @ sei g : € — RU{oo} festgelegt durch mo(C) = Eg(> 1, @;C;). Dann
besitzt 7y offensichtlich die Eigenschaften 1),2) und 4). Weiter ergibt sich Eigen-
schaft 3) aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (vgl. z.B. [22], Satz 2.7).

Fiir den Nachweis der Konsistenz von mg betrachte man eine Handelsstrategie H
mit H, = 0, fiir die )°"_ | a;0;(H) P,-f.s. nach unten beschrinkt ist.
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Kapitel 5: Eigenschaften oberer und unterer Preise

k
Mk = H(t)SO + Z H;Ll(aij - ozj_lSj_l),
j=1

k = 1,...,n, als Martingaltransformation wegen Eg(M, ) < oo ein Martingal
beziiglich @), so daf sich

HYS) = Eo(M,) = Eo(Y_ idi(H)) = mg((61(H), . 0,(H)))

ergibt. Folglich ist mg ein konsistentes Preissystem.

b) Es existiere ein konsistentes Preissystem 7. Man lege Q) : F,, — R fest durch
Q-(G) = 7r(((), .., 0, Bnlg)). Aus (0, ...,0, B,1g) € € folgt zunéchst Q.(G) >0
fiir alle G € F,, und die Handelsstrategie H = ((0,1)", ..., (0,1)",(0,0)") liefert
die Gleichung Q(Q) = 7((0,...,0, B,10)) = 7 ((61(H), ..., 6,(H))) = H{So = 1.

Die o-Additivitdt von @), ergibt sich schlieflich direkt aus der Eigenschaft 3) von
m; folglich ist @), ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Aus Eigenschaft 2) folgt Q.(G) = 0 < «((0,...,0,B,1¢)) = 0 & B,lg = 0
P,fs. & P,(G) =0 fur alle G € F,, = F.

Als néchstes wird gezeigt, dafi (o, A;)o<i<n ein Martingal beziiglich @, ist. Dafiir
benotigt man das folgende

Hilfslemma:
Sei 7 ein konsistentes Preissystem und Q. das zugehiorige Wahrscheinlichkeits-
map, festgelegt durch Q(G) = 7((0,...,0, B,1g)). Dann gilt

7(C) = Eq.(>_ aiCy)  fiir alle C'€ €. (+)
=1

Beweis des Hilfslemmas: Fir jedes i € {1,...,n} seien (a;;)jen und (G, )jen
Folgen mit a;; € [0,00) und G;; € F; fiir alle j € N sowie G, ; N G, = 0 fiir
alle 7,m € N mit 7 # m. Dann folgt fiir den Claim

00 o >
Q: ( E arj - 1G1,j7 ey E n,j 1Gn,j) = 2 : (al»j ) 1G1,j’ ey g 1Gn,j)
j=1 j=1 /

Jj=1
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5.2 Konsistente Preissysteme

aus den Eigenschaften von m und dem Satz von der monotonen Konvergenz

m(C) 2 iﬂ((am 1615 Ong - 16,,))

j=1

)l iﬂ'((@, ., 0, i a;Bpa j - 1G¢,j))
j=1 =1

1:) i i ;4 5 7T(<07 SA) 07 Bani,j))
j=1 i=1

= i i Qg Qﬂ(Gi,j)
j=1 i=1

= Z EQ7T ( Z a;a; 5 - 1Gz‘,j)
j=1 =1
= Eer ( Z Z aiam . 1Gi,j)

j=1 i=1

= EUQ7r ( Z Z aiam . 1Gi,j)

i=1 j=1
= EQW(ZO[’LCZ) (++)
=1

Fir Gy = (Coa, ..., Con) € €F betrachte man die Folge (C)ren mit
C’-(il-lv 41 iil ,1)
TN Lok T g SCon< St v Lok T g <Con<lE Y

j=1 j=1
Sei M :={w e Q: Cy,;(w) >0 fir alle 1 <7 <n}. Dann gilt
1
0 < sup |G i(w) — Coi(w)| < o
weM 2

und damit
lim sup |Ck;(w) — Cpi(w)| =0,

k— oo weM

1 =1,...,n, so daB zusammen mit Lemma 5.7 die Gleichung

k—o0 ~ k—o0

7(Co) = lim 7(Cy) ) Jim EQW(ZO‘iCk,i) = EQW(ZOQCW) (+++)
i=1 =1

folgt (wobei im letzten Schritt eingeht, dafl (Cy ;) ken isoton gegen Cj ; konvergiert,
i=1,..,n).
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Kapitel 5: Eigenschaften oberer und unterer Preise

Fiir beliebiges C' € € existiert ein K € R mit C; > K P,-fs., 1 <4 <n. Dann
gilt (C; — K, ...,C,, — K) € €% so daf} schlielich

ﬂg)—E:mK’ = 71(C)+7((~K,..,—K))

= 7((Ci—K,...,C, — K))

n

(+;+) EQ« ( Z O./Z(C'Z — K))

=1

= EQW(i aIC'Z) — i&iK,
=1 =1

also m(C) = Eq, (> i, o, C;) folgt.

Unter Verwendung des Hilfslemmas wird nun gezeigt, dafl
EQW (OékAk) = AO
fiir alle & € {1,...,n} gilt. Dafiir betrachte man die Handelsstrategie H mit

(170)t7 1§j§k_17
Hj = (07 akAk)t7 k < j <n-— 17
(0,0, j=n.

Der zugehorige Auszahlungsproze betragt 6;(H) = 0, 1 < ¢ < n — 1, und
0n(H) = ax By Ai. Aus der Konsistenz von 7 und der Hilfsbehauptung ergibt sich

AO = HSS{) = 71'((0, ceny O, O./anAk)) (;) EQw (ozkAk)

SchlieBllich ist noch zu zeigen, daf fiir alle k,m € {0,...,n} mit & < m und fiir
alle G € F die Gleichung

Eq. (amAmle) = Eq. (arArlc)
erfiillt ist. Fiir G € Fj, betrachte man dazu die Handelsstrategie Igf mit

(1,0)", 1<j<k-1,

0 — (1ge, g Arle)t, E<ji<m-—1,

T (anémAmlGC + akAle)ta m S] <n-— 17
(0,0)7, j=n.

Die zugehdrigen Auszahlungen sind gegeben durch (5]-([3 )=0,1<j<n-1,
sowie 0, (H ) = (o Amlge + apArle) By, und man erhilt
Eg. (amAn) = A
HLS,
W((O, sy 0 (A lge + OékAklg)Bn))
Eg. (amAnlee + arArla),

¥
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5.2 Konsistente Preissysteme

folglich also Eg, (amAmls) = Eg,(axAgle). Insgesamt wurde damit bewiesen,
dal @), ein dquivalentes Martingalmafl bildet.

c) Es bleibt zu zeigen, da die Abbildungen ¢ : 7 — @, und ¥y : Q — g
bijektiv sind mit 1, = ts.

Sei (Qy ein dquivalentes Martingalmafl. Dann gilt ¢ o wQ(QO):QWQO mit

Qﬂ@o (G) = WQO((()» "'aO7Bn1G)) = EQo(lG’) = QO(G) VG eF, = F,

d.h. b, 0 4hy = id

Fiir ein konsistentes Preissystem 7y ergibt sich 13 0 ¢1(m) = mq,, mit

d.h. ’gbz 9] ¢1 = 1d.
U

Aus Theorem 5.6 und Definition/Korollar 1.20 ergibt sich nun eine wichtige
Eigenschaft von konsistenten Preissystemen:

Korollar 5.8

In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C' ein Claim mit regelmdfSigen
nicht-negativen Auszahlungen und endlichem oberen Preis. Dann ist der Anfangs-
preis w(C') in jedem konsistenten Preissystem m arbitragefres.

Mit denselben Methoden wie im Beweis von Satz 4.56 ergibt sich aus Theorem 5.6
weiterhin fiir Finanzderivate, bei denen > | ;C; P,-f.s. nach unten beschrénkt
ist, eine Ungleichung zwischen den Anfangspreisen in konsistenten Preissystemen
und den oberen sowie unteren Preisen:

Korollar 5.9

In einem arbitragefreien Aktie/Bond Modell sei C' ein Claim mit regelmdfSigen
Auszahlungen, fir den )" | 0;C; P,-f.s. nach unten beschrinkt ist. Weiter sei m
ein konsistentes Preissystem. Dann gilt

< inf Eg( Ci ) < supE, Ci) < a*(C
a:(C) < Inf QZO‘ sup Qza a*(C).
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Kapitel 5: Eigenschaften oberer und unterer Preise

Hingen die Auszahlungen C4, ..., C, zusdtzlich iber komponentenweise konvexe
Funktionen von den Faktoren des Aktienpreisprozesses ab, so ist w(C') nicht klei-
ner als der faire Preis des Claims im inneren deterministisch/dichotomen Modell,
und im Falle min supp(PY?) > 0 sowie sup supp(PYi) < oo, i =1,...,n, ist 7(C)
nicht grofier als der faire Preis des Claims im dufleren Binomialmodell.

Die oberen und unteren Preise von Finanzderivaten liefern folglich zumindest
wieder kritische Werte, anhand derer untersucht werden kann, ob die Anfangs-
preise unter Verwendung eines konsistenten Preissystems bestimmt worden sind.

Die Abbildungen a, : C'+— a,(C) und a* : C'+— a*(C) selbst bilden jedoch nur in
Ausnahmefillen ein konsistentes Preissystem:

Satz 5.10
In einem Aktie/Bond Modell sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Die Abbildung a, : € — R U {oo}, C +— a.(C) liefert ein konsistentes
Preissystem.

i) Die Abbildung a* : € — R U {oo}, C +— a*(C) liefert ein konsistentes
Preissystem.

iii) |P| =1, d.h. das Modell ist arbitragefrei und vollstindig.
Beweis: Es gelte |P| = 1, d.h. P = {Qo}. GeméB Satz 1.28 ist im Aktie/Bond

Modell jedes Finanzderivat hedgebar und wegen [supp(P,)| < 2" auch P,-f.s.
beschrénkt. Hieraus folgt fiir jeden Claim C mit regelméfligen Auszahlungen

a,(C) = a*(C) = EQO(Z @, C) = gy (C),

wobei g, das zu ()y gehorige konsistente Preissystem sei.

Sei nun angenommen, daf a, ein konsistentes Preissystem liefert. Aus Theorem
5.6 folgt dann die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles (0 mit

a.(C) = Eq,()_ i Cy)
i=1
fir alle C € €. Fiir jedes G € F,, = F ist der Claim (0, ...,0, B,1¢) ein Element

von € und besitzt aufgrund der Beschrénktheit der Auszahlungsfunktionen einen
endlichen oberen Preis, so dafl die lower hedging duality 4.48 die Gleichung

Q@) = Eq(1¢) = a.((0, .0, B,1e)) = inf Eo(le) = inf Q(G)  (+)
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5.2 Konsistente Preissysteme

liefert. Sei nun @); € P ein beliebiges dquivalentes Martingalma8. Aus (x) folgt
Qo(G) < Q1(G) fur alle G € F, woraus sich direkt Qg = @y ergibt.

Analog erhélt man aus der Konsistenz von a* die Existenz und Eindeutigkeit des
dquivalenten Martingalmafles.
O

Im Fall P, ~ @, , PY ldBt sich weiterhin die Frage beantworten, ob eine
européische Call- oder Put-Option existiert, deren oberer oder unterer Preis mit
dem Anfangspreis der Option in einem konsistenten Preissystem iibereinstimmt:

Satz 5.11
Im Aktie/Bond Modell seien Yi,...,Y, nicht-deterministisch, und es seien die
folgenden Annahmen erfillt:

Al: Py~ QP
i=1
A2 : Das Modell ist arbitragefrei.

pPYi) — ng
43 { sup supp(P,") = sup supp(Pu’) fir alle i,j € {1,...,n}.

min supp(PY) = min supp( Py’

Weiterhin gelte entweder
( Es existiert eine europdische Call- oder Put-Option, deren oberer
oder unter Preis mit dem Preis der Option in einem konsistenten
A4 : ¢ Preissystem tbereinstimmt, und deren Austibungspreis K die
Bedingungen P, (A, > K) > 0 sowie P,(A, < K) > 0 erfillt; weiter
> |supp(Pa’)|V j # .

existiere kein i € {1,...,n} mit |supp(PY)

oder

Es existieren n verschiedene europdische Call- oder Put-Optionen,
fiir die jeweils der obere oder untere Preis mit dem Preis der Option
A4 : < in einem konsistenten Preissystem tbereinstimmt, und deren Aus-
tibungspreise K, ..., K,, die Bedingungen P, (A, > K;) > 0 sowie
P,(A, < K;) > 0 erfillen, i =1, ...,n.

Dann liegt ein Binomialmodell mit Parametern d,u und ry,...,r, vor, die fiir
1 =1,...,n die Bedingungen 0 < d < 14 1r; < u < oo erfiillen.
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Kapitel 5: Eigenschaften oberer und unterer Preise

Beweis: Die Ungleichungen 0 < (A4, — K)* < A4, und 0 < (K — A,))t < K
liefern supgep Eo((An — K)¥) < oo und supgep Eg((K — A,)T) < co. Fiir die
zugehorigen Claims der Form (0, ...,0, C),) gilt daher

I(C,) = {EQ(anOn>|Q eP, EQ(CH) < oo} # 0,

und die Dualititssédtze 4.14 und 4.50 fiir die oberen und unteren Preise liefern
a,(Cpn) = infgep Eg(anCy) sowie a*(Cy) = supgep Fg(a,Cy). Falls der untere
(bzw. obere) Preis einer Call- oder Put-Option mit dem Anfangspreis in einem
konsistenten Preissystem ibereinstimmt, so folgt infoep Fg(a,,C,) € II(Cy)
(bzw. supgep Eo(anCn) € II(Cy)). Aus Satz 1.17 ergibt sich nun die Hedgebarkeit
dieser Option, so dafl man Satz 5.11 direkt aus Theorem 2.14 erhélt.

0

Korollar 5.12

In BSy Modellen, Gaufschen Modellen und bedingten Gaufschen Modellen
existiert keine einzige europdische Call- oder Put-Option, deren oberer oder
unterer Preis mit dem Preis der Option in einem konsistenten Preissystem tiber-
einstimmdt.

Auch unter dem Aspekt der Konsistenz erweist sich das Konzept der unteren und
oberen Preise als ungeeignet fiir die Bewertung von Finanzderivaten, insbeson-
dere fiir Preisberechnungen von européischen Call- und Put-Optionen in BS(,
Modellen sowie Gaufischen und bedingten Gaufschen Modellen. Allerdings liefern
die unteren und oberen Preise wieder kritische Werte, anhand derer untersucht
werden kann, ob der Ausgabepreis eines Finanzderivates mit regelméfligen Aus-
zahlungen unter Verwendung eines konsistenten Preissystems berechnet worden
ist.

5.3 Untersuchung auf Konvergenzeigenschaften

In Satz 2.30 wurde gezeigt, dafl die Aktienpreisprozesse von BS(, Modellen
mit gleichem Horizont 7', Anfangsaktienkurs Ay und Parametern p, o und p fiir
n — oo bei Interpolation mit Hilfe geeignet gewéhlter Exponentialfunktionen
schwach gegen den Aktienpreisprozefl eines Black-Scholes Modells konvergieren.
Bei linearer Interpolation konnte dariiberhinaus zumindest die schwache Kon-
vergenz aller endlich-dimensionalen Randverteilungen des Aktienpreisprozesses
gegen die entsprechenden Randverteilungen des Black-Scholes Modells bewiesen
werden (vgl. Satz 2.30).

Betrachtet man speziell eine Folge von BS(,,) Modellen, welche durch zunehmend
feinere Beobachtungen des Aktienpreisprozesses eines (vorgegebenen) Black-
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5.3 Untersuchung auf Konvergenzeigenschaften

Scholes Modells entsteht, so konvergieren die Aktienpreisprozesse dieser BS(,)
Modelle bei linearer Interpolation zwischen den Handelszeitpunkten geméafl Satz
2.31 sogar punktweise gegen denjenigen des Black-Scholes Modells.

Im zeitstetigen Black-Scholes Modell existieren fiir alle Black-Scholes Claims
Cr mit e ?TCr € L1(Qps) (wobei Qps das eindeutig bestimmte Hquivalente
Martingalmaf} in diesem Modell bezeichne) Martingalhedges und somit eindeutig
bestimmte faire Preise.

Hieraus ergibt sich die folgende naheliegende Forderung an Bewertungskonzepte
in unvollstéindigen zeitdiskreten Aktie/Bond Modellen: Wenn bei einer Folge
zeitdiskreter Modelle die Aktienpreisprozesse bei entsprechender Einbettung in
den zeitstetigen Rahmen durch eine geeignete Interpolation schwach gegen den
Aktienpreisproze eines vollstdndigen zeitstetigen Modells konvergieren, dann
sollten auch die Ausgabepreise von Finanzderivaten gegen die fairen Preise im
,Grenzmodell“ konvergieren.

Die oberen und unteren Preise besitzen diese Eigenschaft jedoch i.a. nicht. Man
betrachte z.B. eine Aktie mit Anfangspreis Ay > 0, deren Preisverlauf durch
eine geometrische Brownsche Bewegung mit Trend p > 0 und Volatilitit o > 0
beschrieben wird, d.h. es gelte

2
g
(47 eto = (Aoexp(oWi + (0= ) oy

Weiter sei B = (e”)eo,77 der Preisverlauf eines festverzinslichen Wertpapiers.
Approximiert man das zugehorige Black-Scholes Modell durch eine Folge von zeit-
diskreten BS(,) Modellen, indem man fiir n € N den Preisproze (S, r)ieo,...n}

mit BS _pkZI\t
_ Pk
Sk% = (Ak%ae ”)

betrachtet, so gilt geméf Satz 2.31 fiir die durch lineare Interpolation einge-
betteten Aktienpreisprozesse

BS nt nt BS BS
Atz + (7~ L)) (At - A0:)

limy, oo (A )tepr(w) = (AP%)tepm(w) fiir alle w € Q, d.h. es liegt punktweise
Konvergenz vor.

Fiir jede amerikanische oder européische Call-Option mit Ausiibungspreis K > 0
stimmt jedoch der obere Preis in den BS(,) Modellen nach Satz 4.28 mit dem
Anfangsaktienkurs Ay iiberein, so dafl fiir jedes dieser Finanzderivate die Folge
der oberen Preise trivialerweise konvergiert, jedoch nicht gegen den zugehdrigen
fairen Preis im Black-Scholes Modell.
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Der untere Preis einer amerikanischen oder européischen Call-Option mit Aus-
tibungspreis K > 0 in einem BS(, Modell ist gem&fl Theorem 4.57 und den
Bemerkungen 4.58 und 4.59 gegeben durch ihren fairen Preis e #7(Agef? — K)T
im zugehorigen inneren deterministisch/dichotomen Modell, d.h. im Modell mit
Aktienpreisprozefl (Aoepk%)ke{own}. Fiir jedes dieser Finanzderivate konvergiert
demnach auch die Folge der unteren Preise, jedoch nicht gegen den zugehdorigen

fairen Preis im Black-Scholes Modell.

Aus Satz 4.28 folgt generell, dafl bei der Approximation eines zeitstetigen
Modells durch eine Folge zeitdiskreter Modelle mit stochastisch unabhéngigen
Faktoren die Folge der oberen Preise amerikanischer und européischer Call-
Optionen sowie européischer Put-Optionen konstant ist, wenn in jedem zeit-
diskreten Modell zumindest bei der Verteilung eines Faktors der Tréger die Null
enthélt und nicht nach oben beschrankt ist.

Auch hier ergibt sich wieder ein Kritikpunkt am Konzept oberer und unterer Prei-
se: Diese konvergieren bei zunehmend feinerer Approximation eines zeitstetigen
Modells durch zeitdiskrete Modelle i.a. nicht gegen die fairen Preise der Finanz-
derivate im Grenzmodell.

Andererseits zeigen die folgenden Ergebnisse, daffi durch geeignetes Trunkieren
der Faktoren in den zeitdiskreten Modellen bei einer Reihe von Finanzderivaten
die Konvergenz von oberen und unteren Preisen gegen die zugehorigen fairen
Preise im approximierten Modell erreicht werden kann:

Satz 5.13

Gegeben sei ein Black-Scholes Modell mit Anfangsaktienkurs Ay > 0, Zeithorizont
T, Trend und Zinsrate p > 0 sowie Volatilitit o > 0. Fir jedesn € N seien weiter
Z7, ..., Z" stochastisch unabhdngige und identisch verteilte [a,, b,]-wertige Zufalls-
grofen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Qy,, F,, P,) mit EZ} = (p—é)% und
VarZy = 02%, wobei a,, = inf supp(PnZ?) > —oo und b, = sup supp(PnZ{L) < 00
so gewdhlt sind, daf fir (c,)nen und (dp)nen mit

T T

b efn — e ebn — ePw
Cp, = n.(n.ebn_ean_’_an'@bn—@an)’

T T

ePn — en ebn — ePw

d = . bQ P — + 2 P

o n ( n T A =5
en_ean en_ean
die Bedingungen
o2



5.3 Untersuchung auf Konvergenzeigenschaften

erfillt sind. Schliefslich betmchte man fiir jedes n € IN das n-Perioden Aktie/Bond

-----

n

| | kL
e - ( k‘T7 AO (& €p
n

Dann gilt:

i) (AT%J% - exp ((F J)Zf"fﬂj))te[o,ﬂ — (AP)epa), d-h. die mit
Exponentialfunktionen interpolierten Aktienpreisprozesse der n-Perioden
Aktie/Bond Modelle konvergieren schwach gegen den Aktienpreisprozefs des
Black-Scholes Modells.

ii) Sei Cp die terminale Auszahlung eines Finanzderivates, wobei eine stetige
und beschrinkte Funktion fr existiere mit Cr = f(Ar) (d.h. der Claim
hinge nur vom terminalen Aktienkurs ab). Weiter werde fir jedes n € N
der obere Preis von Cp im n-Perioden Aktie/Bond Modell mit a}(Cr) be-
zeichnet. Dann erhdlt man lim, ., aX(Cr) = aP¥(Cr), d.h. die Folge der
oberen Preise konvergiert gegen den eindeutig bestimmten fairen Anfangs-
preis des Finanzderivates im Black-Scholes Modell.

Tl

VZ”

Beweis: i) Fiir n € N und ¢ € {1,...,n} definiere man ¢ := . Dann gilt

n

nt nt

= Agexp (X])

mit
X = ZZi "‘(T_LTD |2t 41

T —~ . nt nt . . o
= O —(ZSZ+(?—L?J)8L%+U)+<p—?)t
1

Durch verteilungsgleiches Ersetzen von €] durch £} fiir jedes n € N und 7 €
{1,...,n} unter Verwendung einer Familie {! : n € N,i € {1,...,n}} von sto-
chastisch unabhéngigen Zufallsgrofien folgt nun Aussage i) von Satz 5.13 durch
Anwendung des Satzes von Donsker (vgl. Satz 2.28) und des mapping theorems
(vgl. [6], Theorem 2.7).

i1) Fiir jedes n € N sind die Faktoren €1 ..., eZn des Aktienpreisprozesses sto-
chastisch unabhéngig und identisch verteilt mit

0 < e = inf supp(PEPE)) < v < b = sup supp( PP ) < oo,
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Geméfl Theorem 4.39 ist fiir jedes n € N der obere Preis a}(Cr) gegeben durch
den fairen Preis des Finanzderivates im &ufleren n-Perioden Cox-Ross-Rubinstein
Modell mit Parametern e, e* und r,, = ePw — 1. Dieser kann wie folgt berechnet
werden: Fiir jedes n € N seien X7, ..., X! stochastisch unabhéngige und identisch
verteilte Zufallsgroffen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X', B, W,,) mit

T T

r b zr

n ePn — etn e’ — ePn
Wfl = ————— Obn + ————— " Dean.

ebn — ean ebn — e%n

Man betrachte nun das n-Perioden Cox-Ross-Rubinstein Modell mit Preisprozefl
((Ao, 1), (Ao X7, €)', ..., (Ao HX”, e’
und dquivalentem Martingalmafl W,,. Dann gilt

a;(Cr) = Bw, (e fr(Ao [[ X))

=1

Der Aktienpreisprozel des Cox-Ross-Rubinstein Modells 148t sich darstellen als
Ay = A [T X7 = Agexp(d_In X}),
i=1 i=1

und aus dem Saz von Lindeberg fiir Dreiecksschemata (vgl. [1], Satz 37.8) ergibt
1 In X—nFEln X7
sich fur Y, .= =t —__— 1

\/nVarin X
WY 25 N(0,1). (%)

Nach Voraussetzung gilt weiterhin

ePE — on ebn — eP o?
n—oo
nEm Xy =n(b, - ———+a,- ———) — (p— )T,
e — etn e’n — efin 2
T T
T b T
efn — e e’r — ePfn n—o0
nVarn Xy =n(b- —— +a) - ———) —n(Eln X7)* == ¢°T — 0,
n n ebn —ea"

ebn — ean

so daf sich aus (x) zusammen mit dem mapping theorem

ZlnXi” =/nVarmXP Y, +nElmn X} — U
i=1

und damit

n

w
[[x =
=1
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fiir eine NV ((p— %Q)T, aQT) -verteilte ZufallsgroBe U ergibt. Die terminalen Aktien-
preisprozesse der Cox-Ross-Rubinstein Modelle konvergieren folglich schwach
gegen den terminalen Aktienpreisproze des Black-Scholes Modells, so dafl aus
der Stetigkeit und Beschrinktheit von C7 schliellich

lim (I:L(CT) = (IBS(OT)

n—oo

folgt.

Bemerkung 5.14
Die bei der Approximation eines Black-Scholes Modells durch Coz-Ross-Rubin-

stein Modelle hdufig verwendeten Parameter —O'\/% und O’\/% (vgl. z.B. [7],

Abschnitt 4.6.2 und [50], Abschnitt 2.1.2) erweisen sich fir jedes n € N als eine
geeignete Wahl von a,, und b,:

b2 ep%fea" 2 ebnfe”% _ 2T __ 2T
1) n(b%- +a? - ) = no’l =0T,

ebn —ean

T e et ePEN _ exp(pl)—exp(—oy/T)
2) n(bn ebn —ean +an ebn—e“n) = oVTIn (QQXP(U\/;)—exp(—O\/g) 1)

n—oo 0.2

(Die Konvergenzaussage in 2) ergibt sich durch einfache Anwendung der Regel
von de I’Hospital.)

Analog zum Beweis von Satz 5.13 erhélt man schliellich ebenfalls eine Konver-
genzaussage fiir die unteren Preise:

Bemerkung 5.15
Existieren in der Situation von Satz 5.13 zusdtzlich fiir jedes n € N Parameter
a, € [a,, pL) und b, € (pL,b,] mit a, = max{z : 2 € supp(Pa') N [an, pZ]},

b, =min{z : z; € supp(PnZ{L) N [pL,b,]}, welche den Bedingungen

T T
. epz — egn ebn —_ epﬁ 0-2
limn- (b, 54— +a, ) =(p— )T,
n—00 eon — eln €on — eln 2
T T
limn- (b, - ———+a, ) =0T
n—oo eé=n — egn ebn — ea‘n

gentigen, so konvergiert auch die Folge der unteren Preise von Cr in den zeit-
diskreten Modellen und damit insbesondere auch jede Folge von arbitragefreien

oder konsistenten Preisen gegen den fairen Preis des Claims im Black-Scholes
Modell.
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Aus f(z) = (K — )" € C)(R) fiir alle K > 0 und der Zerlegung (K — x)" =
K — x4+ (x — K)T ergibt sich schlieflich:

Bemerkung 5.16
Die Aussagen von Satz 5.13 und Bemerkung 5.15 gelten insbesondere fiir die
oberen und unteren Preise von europdischen Call- und Put-Optionen.

Bei der Approximation eines Black-Scholes Modells durch unvollstéandige zeit-
diskrete Modelle mit stochastisch unabhéngigen Faktoren kann folglich erreicht
werden, dafl die oberen und unteren Preise vieler Finanzderivate mit terminaler
Auszahlung gegen die zugehorigen fairen Preise im Black-Scholes Modell kon-
vergieren. Allerdings miissen die Grenzen fiir die Trédger der Faktoren geeignet
gewéhlt werden; insbesondere diirfen keine B.S(,) Modelle oder Gauflschen bzw.
bedingten Gaufischen Modelle verwendet werden.
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Kapitel 6
Schluflbemerkungen

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
reflektiert und sich daraus ergebende offene Probleme vorgestellt werden.

Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Suche nach geeigneten Preiskonzepten fiir
arbitragefreie zeitdiskrete Aktie/Bond Modelle. Durch eine deutliche Verallge-
meinerung eines Ergebnisses von A. Irle (vgl. [34]) wurde im zweiten Kapitel
gezeigt, dafl schon unter sehr schwachen Voraussetzungen die Forderung der
Absicherbarkeit einer einzigen européischen oder amerikanischen Call-Option
oder europdischen Put-Option das Vorliegen eines Binomialmodells impliziert.
Als Folgerung ergab sich, dafl in vielen praxisrelevanten Modellen, wie z.B. in
Gauflschen und bedingten Gaufschen Modellen sowie in BS(,) Modellen, welche
zur zeitdiskreten Approximation von Black-Scholes Modellen verwendet werden,
keines dieser fundamentalen Finanzderivate absicherbar ist. Hieraus ergab sich
die Notwendigkeit, fiir Modelle mit nicht ausschliefSlich deterministischen oder
dichotomen Faktoren alternative Preiskonzepte zur Verfiigung zu stellen, die nicht
auf der Bildung von exakt replizierenden Handelsstrategien basieren.

In diesem Zusammenhang ist noch zu untersuchen, ob sich die Ergebnisse des
zweiten Kapitels auch auf amerikanische Put-Optionen iibertragen lassen. Anders
als bei amerikanischen Call-Optionen bilden ihre Auszahlungsfunktionen kein P-
Submartingal, so daB sich hier keine direkte Aquivalenz zur Absicherbarkeit der
européischen Put-Optionen mit gleichem Ausiibungspreis ergibt.

Eine naheliegende Modifizierung zeitdiskreter Modelle besteht in der Einfithrung
von Transaktionskosten fiir die Portfolioumschichtungen. Bensaid et al. haben in
[5] gezeigt, dafl die Vollstandigkeit des Binomialmodells bei linearen Transaktions-
kosten erhalten bleibt. Hieraus ergibt sich die Frage, ob unter den Voraussetzun-
gen von Theorem 2.14 die Absicherbarkeit einer bzw. endlich vieler européischer
Call- oder Put-Optionen oder amerikanischer Call-Optionen auch unter der
Annahme linearer Transaktionskosten die Dichotomie der Faktoren impliziert.
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Aus den im dritten Kapitel mit Hilfe der Balayage-Technik hergeleiteten extrema-
len Eigenschaften von Modellen mit deterministischen und dichotomen Faktoren
ergaben sich Schranken fiir die Handelspreise von Finanzderivaten mit komponen-
tenweise konvexen Auszahlungsfunktionen. Die Theorie der oberen und unteren
Preise lieferte schlieflich im vierten Kapitel die nétigen Instrumente, um diese
Schranken auch fiir Modelle mit nicht notwendigerweise stochastisch unabhéngi-
gen Faktoren zu berechnen. Insbesondere ist es gelungen, auch ohne vollstédndige
Kenntnis von P,, obere und untere Schranken fiir die Ausgabepreise anzugeben, zu
denen obere bzw. untere Hedges konstruktiv bestimmt werden kénnen. Die schwa-
chen Konvergenzbedingungen A, und A*, welche z.B. im Fall P, ~ @, PYi
erfiillt sind, lieferten dariiberhinaus hinreichende Bedingungen dafiir, dal die
oberen bzw. unteren Hedges minimale bzw. maximale Anfangskosten besitzen,
so daf sich in diesem Fall alternative (konstruktive) Beweise der upper und lower
hedging duality ergaben.

Als vorsichtige/konservative Strategie fiir den Herausgeber von Finanzderivaten
mit komponentenweise konvexen Auszahlungsfunktionen erweist sich daher die
Bewertung mit Hilfe von Binomialmodellen, deren Parameter durch die maxima-
len Aufspreizungen der zukiinftigen Aktienkurse bestimmt werden.

In diesem Kontext stellt sich die Frage, ob auch im Fall linearer Transaktions-
kosten bei zeitdiskreten Modellen die oberen und unteren Preise von Finanzderi-
vaten mit komponentenweise konvexen Auszahlungsfunktionen die fairen Prei-
se in den zugehorigen dufleren Binomialmodellen bzw. inneren deterministisch/
dichotomen Modellen als Schranken besitzen, und ob sich auch hier entsprechen-
de schwache Konvergenzbedingungen A* und A, angeben lassen, unter denen die
Schranken angenommen werden.

Neben dem Vorteil leichter Berechenbarkeit in Modellen mit stochastisch un-
abhéngigen Faktoren besitzen die oberen und unteren Preise jedoch eine Reihe
von Nachteilen. Zunéchst konnte in Kapitel 5 die Aussage aus [63] widerlegt
werden, daf8 bei Finanzderivaten C sowohl a*(C') als auch a,(C') generell keinen
Arbitrage ermoglichen. Dariiberhinaus stellte sich heraus, dal die Abbildungen
a, und a* in unvollstdndigen Modellen kein konsistentes Preissystem bilden,
andererseits jedoch zumindest Schranken fiir alle Preise in konsistenten Preissy-
stemen liefern. Schliefllich wurde gezeigt, dafl bei der Approximation von Black-
Scholes Modellen durch zeitdiskrete Modelle mit unbeschrankten Faktoren selbst
bei punktweiser Konvergenz der mittels Interpolation eingebetteten Aktienpreis-
prozesse gegen die geometrische Brownsche Bewegung des Grenzmodells weder
der obere noch der untere Preis einer européischen Call- oder Put-Option gegen
den zugehorigen fairen Preis im Black-Scholes Modell konvergiert.

Diese Eigenschaft ergab sich erst bei geeigneter Trunkierung der Faktoren.

222



Kapitel 6: Schlubemerkungen

Insbesondere fiir die praxisrelevanten B.S(,,) Modelle sowie fiir die Gauf3schen und
bedingten Gauflschen Modelle ergibt sich hieraus die Notwendigkeit, nach weite-
ren alternativen Preiskonzepten zu suchen. In diesem Zusammenhang sollten u.a.
die Konzepte Mean-Square-Hedging (vel. z.B. [63], Seite 518 ff.) und Quantile
Hedging (vgl. z.B. [25], Kapitel 8) ndher untersucht werden. Auch hier stellt sich
die Frage, ob im Fall beschrénkter Faktoren mit Hilfe von Binomialmodellen und
deterministisch/dichotomen Modellen Schranken fiir alle anhand dieser Konzepte
berechneten Preise angegeben werden kénnen.
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