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I. Einfuhrung

Die offensichtlich zunehmende Volatilitét an den Finanzmérkten verbunden mit
immer haufiger auftretenden extremen Ausschlégen sind der Grund fur die wadh-
sende Bedeutung des finanziellen Risikomanagements. In den letzten Jahren het
sich die Value-at-Risk-Methodik in diesem Zusammenhang als Standardverfahren
fur Finanzmarktakteure durchgesetzt*. Zum Beispiel informieren inzwischen nicht
nur Banken, sondern auch Industrieunternehmen wie DaimlerChrysler in den Ge-
schéftsberichten durch Angabe der Kennzahl Value & Risk Uber die Hohe der be-

stehenden finanzwirtschaftlichen Risiken.

Bei der nachfolgenden Einflihrung in die Value-at-Risk-Methodik wird zunéchst
herausgestellt, dassder Value & Risk unter der tiblichen Normalverteil ungshypo-
these einfach als ein bestimmtes Vielfadhes der Portfolio- Standardabweichung
gegeben ist. In diesem Fall ergeben sich aul3er in der Terminologie keine Neue-
rungen gegentiber den klasgschen Portfoliomodellen in der Tradition von Mar-
kowitz. Tatsadhlich ist es aber ein inzwischen nicht mehr umstrittenes Ergebnis
der empirischen Finanzmarktforschung, dasssich die Normalverteil ungshypothese
nicht bestétigen lasst.

Fur das Risikomanagement ist dabei insbesondere von Bedeutung, das extreme
Verluste in der Realitét der Finanzmérkte wesentlich haufiger vorkommen, als es

einer Normalverteil ung entsprechen wirde. Ausgehend von einer Betrachtung der

! Allgemein zum Value-at-Risk-Ansatz vgl. Jorion, Valueat Risk 2. Aufl. 2000, Rau-Bredow, Wirt-
schaftswi ssenschaftli ches Studium 2001 S.315-319.



groften Tagesverluste des Dax im Zeitraum von 1959 bs 2002wird im folgenden
deshalb erléutert, wie sich die Haufigkeit von extremen Ereignissen recht gut
durch ein einfaches Power Law abschétzen lasd. Die Konsequenzen dieses Zu-
sammenhangs fir die Value-at-Risk-Methodik werden herausgestellt.

Il . Definition des Value at Risk

Durch den Value & Risk soll die Hohe moglicher Verluste aufgrund von Kurs-
schwankungen an den Finanzmarkten abgebil det werden. Da jede Verlustschét-
zung —zumindest solange kein Totalverlust prognostiziert wird —mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit durch ein noch ungunstigeres Ergebnis Ubertroffen
werden kann, ist eine solche Prognose immer nur fur ein bestimmtes Konfidenz-
niveau moglich. Der Value & Risk gibt deshalb den maximalen Verlust an, der bis
zum Ende einer vorgegebenen Haltedauer (z.B. 1 Handelstag) mit einer bestim-
men Wahrscheinlichkeit (z.B. 99%) nicht Gbertroffen wird (vgl. Abbildung 1).
Dieser im Risiko stehende Betrag wird dann mit bestimmten statistischen Verfah-
ren aus den in der Vergangenheit beobachteten Marktschwankungen geschétzt.

- Abbildung 1 ungefahr hier einfligen -

Ublicherweise betradhtet man in der Finanzmarkttheorie den Logarithmus der re-

lativen Wertanderung

V.
Rrry = ln(V .

T-1

)=In(V; ) =In(Vr ;) D

und unterstellt firr diese GréRe eine Normalverteilung®. Uber mehrere Tage hin-
weg ergibt sich die Gesamtrendite

Ryr =In(V;)=In(Vp ) =Ry, + R, + ..+ Repy 2

2 Fir die absoluten Preisanderungen dilt also eine Lognormalverteil ung.



dann als Summe normalverteilter Tagesrenditen und unterliegt deshalb ebenfalls

wieder einer Normalverteilung. Sind die Tagesrenditen identisch mit jeweils glei-
chem Erwartungswert x und Varianz ¢ verteilt (Stationaritatsannahme) und au-
3erdem stochastisch unabhangig, dann gilt fir Erwartungswert und Varianz der

mehrperiodischen Renditen entsprecend u(R; ) =T und 6°(R,; ) =To?. Die

-Tu . . :
Grole Ror # ist daher mit Erwartungswert O und Varianz 1 standardnormal-

VT o

verteilt, so dassgilt®:

Prob(——R":/%Z L<Np)=p (3)

Dabei ist N™(p) die Inverse der kumulierten Verteilungsfunktion N( ).

Bei einer kurzen Haltedauer von wenigen Handelstagen kann man die ewartete

Rendite vernachléssigen®: Tu = 0. Beriicksichtigt man aulerdem, dassbei hinrei-

chend kleinen Kursshwankungen Ry, = In(\\;—T) = \\;—T —1 gilt®, dann fuhrt eine
0 0

entsprechende Substitution in Formel (3) zu:

Prob(V; >V, -VaR) = p (4)

mit: VaR = o(¥; ) N(p) = V,/T o N*(p)

Der Value & Risk VaR als magliche negative Abweichung vom aktuellen Portfo-

liowert V, ergibt sich als Produkt aus der sowohl vom Anlagevolumen Vy als auch
von der Haltedauer T abhangigen Standardabweichung des Portfolios
o(V;)=V,T o und dem Quantil N*(p). Gangige Werte fiir das Quantil sind

zum Beispiel N(95%) =1,65 und N™*(99%) = 2,33. Formel (4) besagt also,

% Das hier vor dem Bruch gesetzte Minuszeichen spielt wegen der Symmetrie der Normal verteilung keine
Roalle.

* Eine ewartete Jahresrendite von 10% wiirde zum Beispiel verteilt auf 255 Handelstage nur einer er-
warteten Tagesrendite von etwa 0,04% entsprechen.



dassein regativer Ausschlag von mehr als 1,65 bzw. 2,33 Standardabweichungen
nur eine Wahrscheinli chkeit von 5% bzw. 1% hat.

Unter der Normalverteilungsannahme ist der Value & Risk nichts anderes als ein
bestimmtes Vielfaches der jeweiligen Standardabweichung. Letzlich wird damit
nur der Fachbegriff ,, Standardabweichung® durch den vielleicht anschaulicheren
Begriff ,Value & Risk" ersetzt. Die Standardabweichung eines sich linea aus
mehreren Einzelpositionen zusammensetzenden Portfolios kann mit den aus dem
Markowitz-Modell bekannten Verfahren mit Hilfe einer aus historischen

Marktdaten geschétzten Kovarianzmatrix berechnet werden®.

Zur lllustration sei ein breit diversifiziertes Aktienportfolio betradhtet, dassweit-
gehend der Entwicklung des Dax folgt. Die Jahresvolatilitdt (Standardabwei-
chung) des Dax betragt ungefahr 25%, was bei insgesamt 255 Handelstagen im

0
Jahr einer Tagesvolatilitét von ¢ = 2% 16% entspricht. Gemal3 Gleichung

255
(4) betrégt der Value & Risk fur eine Haltedauer von einem Handelstag (T = 1)
und einem Konfidenzniveau p = 99% dann ungeféhr 16% (2,33 = 3,/% des aktu-
ellen Depotwertes. Durchschnittlich alle hundert Tage mussalso mit einem Ta-

gesverlust von mehr als 3,7% gerechnet werden.

[l . Diskusson der Nor malverteilungshypothese

1. Fat Tailsund Volatilitdtsschwankungen

Die empirische Verteilung der durch Gleichung (1) definierten Renditen weicht
regelmal3ig von der Normalverteilung ab. Typischerweise ist die empirische Ver-

tellung stérker leptokurtisch, d.h. die Woélbung im Zentrum der Vertellung ist
stérker ausgepragt und de Flanken sind dicker (so genannte Fat Tails). Kleine und

® Fiir kleine Renditen kann aso der Unterschied zwischen Lognormal verteil ung und Normal ver-

teilung vernachlassgt werden.

® Ein Problem stell en Optionen dar, die nicht linea von einem bestimmten Underlying abhangig sind.
Hier greift man auf Simulationsverfahren zuriick. Die Monte Carlo Simulation unterstell t regelmafig for
das jeweili ge Underlying (nicht aber fiir den Kursverlauf der Option) eine Normalverteil ung. Die histori-
sche Simulation ist dagegen ein nichtparametrisches Verfahren, das von keinen bestimmten Verteil ungs-



sehr grof3e Renditen haben eine gréf3ere und mittlere Renditen eine geringere
Wahrscheinlichkeit als bei einer Normalverteilung. Fur das Risikomanagement ist
insbesondere die groRere Wahrscheinlichkeit stark negativer Ausschlége von Be-

deutung.

Zum Beispiel ergibt sich aus der Normalverteilung fir eine negative Abweichung
um mehr als 5 Standardabweichungen vom Mittelwert eine extrem kleine Wahr-
scheinlichkeit von ungeféhr 1 zu 3 Millionen, d.h. mit einem solchen Ereignis wé-
re nur alle 12000Jahre (zu je 250 Handelstagen) zu rechnen. Beim Dax entspre-
chen 5 Standardabweichungen bei einer geschétzten Tagesvolatilitéat von 1,6% ei-
nem Tagesverlust von 8%. Dieser Wert wurde zuletzt am Tag des Anschlages auf
das World Trade Center am 11.9.2001 (Dax: -8,5%), davor beim Gorbatschow-
Putsch am 19.8.1991 (Dax: -9,4%) und beim Borsencrash am 19.10.1987 (Dax: -
9,4%) Uberschritten. Die Haufigkeit derartiger extremer Auschlége steht also in
einem off ensichtlichen Widerspruch zu der sich aus der Normalverteilung erge-

benden Wahrscheinlichkeitseinschéatzung.

Auch flr nicht ganz so extreme Ausschlége ist eine im Vergleich zur Normalver-
tellung tatsadhlich groRRere Wahrscheinlichkeit zu beobachten. Deshalb liefern
Schétzverfahren fir den Value a Risk, die von der Normalverteil ungsannahme
ausgehen, bei einem entsprechend hohen Konfidenzniveau (ca = 9%%) regelmé
[Big zu kleine Value-at-Risk-Kennziffern. In der Praxis wird dem vor allem durch
erganzendes Stresdesting begegnet, bei dem hypothetisch extreme Marktschwan-
kungen unterstellt und die sich daraus ergebenden Auswirkungen auf das Portfolio

analysiert werden.

Die Leptokurtosis der empirische Vertellung kann durch Heteroskedastizitét, also
durch Volatilitétssschwankungen, erklart werden. Die Volatilitéten fallen nicht nur
fr einzelne Aktien typischerweise jeweils unterschiedlich hoch aus, sondern sind
dartiber hinaus auch nicht im Zeitablauf stabil. Offensichtlich ist die Stationari-

annahmen ausgeht. Die Zufall szenarien werden dabel aus historischen Kursbewegungen abgel eitet. V.
Zu den Simulationsverfahren etwa Jorion, aaO. (FN. 1), S193f., Rau-Bredow, aaO. (FN. 1), S318.



tétsannahme in der Realitét nicht erfiillt’. Dabei 14sg sich regelméRig eine Clu-
sterbil dung beobachten, d.h. die Zeitachse kann relativ einfach in unruhige Markt-
phasen mit grof3en Preisschwankungen und ruhigere Phasen mit relativ kleinen
Schwankungen eingeteilt werden. Die Fat Tails erkléaren sich daraus, dasssich die
Haufigkeit groRerer Ausschlégen in den unruhigen Phasen Uberproportional er-
hoht.

2. Power Law als alternatives Verteillungsgesetz

Es g€llt sich die Frage nach einem alternativen Vertellungsgesetz, welches die
Haufigkeit extremer Ausschlége mogli cherweise besser beschreibt. Im Rahmen
einer einfachen empirischen Untersuchung wurden dazu die Tagesrenditen des
Dax im Zeitraum vom 30.9.1959 bs 5.7.2002betrachtet (N = 10676Werte) und
der GroRe nach geordnet®. Firr die 107 schlechtesten Tagesrenditen® (= 1% des
gesamten Stichprobenumfanges) zeigt Abbildung 2 in doppelt logarithmischer
Darstellung die empirisch ermittelte kumulierte Wahrscheinlichkeitsverteil ung

Prob( R <-r) in Abhéngigkeit von der Verlustschranker.

- Abbhildung 2 ungefahr hier einfligen -

Offensichtlich besteht ein neheau lineaer Zusammenhang®®, d.h. es gilt:

In[Prob(R<-r)] =In(b)-aln(r) (5)

& Prob(R<-r)=br ¢

Eine lineae Regresson liefert o = 3066 bei einem Bestimmtheitsmal3 von 0,98.

" Héaufig wird diesin den (bli chen statistischen Schétzverfahren fiir den Value at Risk dadurch beriick-
sichtigt, dassneuere Marktdaten mit einem strkeren Gewicht in die Beredinung eingehen als dltere Da-
ten. Eswird also ein bestimmter Kompromisszwischen der Relevanz der Daten und einer historisch
mogli chst weit zuriickreichenden Datenbasis gewahlt.

® Der Dax wurde in Fortfiihrung des Index der Bérsenzeitung gestaltet. Seine historische Zeitreihereicht
bis 1959zuriick. Als Basis wurde der 30.12.1987 auf 1000 gesetzt.

® Eshandelt sich um Renditen von —288% und schlechter, d.h. —2,88% ist der aus dieser langen Zeitreihe
geschétzte Value at Risk fur ein Konfidenzniveau von 99%. Diese relativ geringe Risikoeinschéatzung
deutet auf eine geringere VVolatil itdt des Aktienmarktesin den ersten Jahrzehnten des Betrachtungszeit-
raumes hin.



Dassdie Haufigkeit extremer Verluste regelmal3ig durch ein derartiges Power
Law™ beschrieben werden kann, ist eine tiberraschend allgemeingiiltige, nicht nur
fur Aktienkurse, sondern zum Beispiel auch fur Wahrungskurse und Warenpreise
bestétigte GesetzmaRigkeit in der Welt der Finanzmarkte™. Der Tail Index « liegt
dabei meistens in der Gegend um 3 und nmmt fast immer Werte awvischen 2 und
4 an. Jekleiner o ausfallt, desto stérker sind die Fat Tails ausgepragt und desto
hoher ist die Wahrscheinlichkeit extremer Verluste. Die Momente, also die Er-
wartungswerte der potenzierten Zufallsrealisationen, existieren jeweils nur fir
Potenzen echt kleiner als o . Insbesondere wird fir einen Tail Index a <2 dieVa

rianz unendlich grof3.

Zur lllustration des Power Laws bietet sich folgende Umformung an:
Prob(R<-r)=k*Prob(R<-kr) (6)

In Fortflhrung des Beispiels fur den Dax aus Abschnitt 11 1asg sich aus
Pr ob( R< -3,7%) = 1% die Wahrscheinlichkeit etwa fir einen Tagesverlust von

mehr als 8% (5 Standardabweichungen) dann wie folgt abschétzen:

Pr ob( R < ~8%) = (3’?7)3’066 Prob(R < —%’7 8%) = 0,094%

Ungefahr alle 4 Jahre (zu je 250Handelstagen) muss demnach mit einem Tages-

verlust von mehr als 8% geredhnet werden.

19 Deutli ch erkennbear ist al erdings das gleich zweimalige Vorkommen eines extremen Tagesverlustes
von —9,4% (In(r) =-2,3) am 19.8.1991 und am 19.10.198;.

1 Das Power Law wird auch al's Pareto-Verteilung bezeichnet. Vilfredo Pareto (18481923 glaubte damit
die Einkommensverteilung in einer Gesall schaft beschreiben zu kénnen. Auch fir die Stérke von Erdbe-
ben, die Gréf3e von Stadten, die Haufigkeit bestimmter Worter oder die Besucherzahlen von Websites
wird vidfach ein solches Power Law untergellt.

12 F{ir empirische Untersuchungen zum Power Law vgl. Pagan, Journa of Empirical Finance 199 S.15 —
102, Plerou et a., Physical Review E 199 S.6519-6529, Gopikirishnan et d., Physical Review E 1999
S.53055316, Franke/Hardle/Hafner, EinfUhrungin die Statistik der Finanzmérkte 2001 Abschnitt 13.1.
Ein besonders anschauli ches Beispid it die fast voll stdndig ab dem Jahr 1609 dokumentierte Entwick-
lung des Wedhsel kurses zwischen hollandischen Gulden und britischen Pfund (vermutlich die historisch
am weitesten zuriickrei chende verfiigbare Finanzmarktdatenreihe), vgl. de Vries, Tinbergen Magazine 4,
Fall 2001 S.3-6 (Download: www.tinbergen.nl/magazine).



Eine naheliegende Anwendung des durch Formel (6) gegebenen Zusammenhan-
ges ist die theoretische Fundierung der von der Bankenaufsicht angewendeten Zu-
satzfaktoren, mit denen der Value & Risk zu multiplizieren ist, um die aim Aus-
gleich von Marktrisiken notwendige Eigenkapitalausgattung zu berechnen®®. Die
Hohe eines lchen Zusatzfaktors bestimmt die entsprechend geringere Wahr-
scheinlichkeit, mit der das aufsichtsredtliche Eigenkapital durch eventuelle
Kursverluste im Handelsbestand aufgebraucht wird. Mit Hilfe eines Power Laws

kann diese Ruinwahrscheinlichkeit konkret geschétzt werden*.

3. Scaling und Selbstéhnlichkeit

Die bisherige Untersuchung bezog sich ausschliefdlich auf Tagesrenditen. In der
gleichen Weise kdnnten aber sowohl Daten mit noch hbherer Frequenz, also
Schwankungen innerhalb eines Handelstages, als auch langerfristige Wochen-
bzw. Monatsrenditen untersucht werden. Eine naheliegende Frage ist, inwiefern
dabei bestimmte Gesetzmalligkeiten unabhéngig von der Skalierung der Zeitachse
sind, also db das Power Law auch fur Intraday-Renditen oder fir Renditen Gber
mehrere Tage ebenfalls glltig ist. Eine solche Skaleninvarianz oder Selbstahn-
lichkeit, bei der sich ein fir kurze Zeitréume ekennbares Muster bei der Be-
trachtung langerfristiger Renditen immer wieder entsprechend wiederholt, wurde

zuerst von Mandelbrot™® in einer Untersuchung tiber Baumwollpreise konstatiert.

Selbstéhnlichkeit setzt wegen Formel (2) voraus, dassdie Summe von Zufallsva

riablen (hier der einperiodischen Renditen R._, ;) wieder dem gleichen Vertei-

lungsgesetz unterliegt wie die einzelnen Summanden. Verteilungen, die diese Ei-

13 Verfiigt die Bank (iber eine Genehmigung des Bundesaufsi chtsamtes fiir das Kreditwesen zur Anwen-
dung des Modellverfahrens, dannwird der bankintern fur ein Konfidenzniveau von 99% und eine Halte-
dauer von 10 Handel stage erechnete Vaue at Risk mit einem von der Aufsicht vorgegebenen Faktor >3
multipliziert und so das aufsichtsrechtliche Mindesteigenkapital fir Marktrisiken bestimmt. Die genaue
Hohe des Multiplikationsfaktorsist vor allem von der Qualitét desinternen Risikomodell s der Bank ab-
hangig. Die Einzelheiten sind im Grundsatz | Uber die Eigenmittel der Inditute, 8 32ff. geregelt.

1 vgl. in diesem Zusammenhang zum Beispiel Danielson et a.: The Cost of Conservatism: Extreme
Value Returns, Value-at-Risk, and the Bade Multiplication Factor 1998 (Download:
www.riskresearch.org/papers).

13v/gl. Mandelbrot, Journal of Business1963 S.394-419.



genschaft erfiillen, heilRen Lévy-stabil *°. Bei einer Lévy—stabilen Verteilung han-
delt es sich entweder um den herkémmlichen Fall einer Normalverteilung, oder es
liegt eine Vertellung vor, deren Flanken sich approximativ durch ein Power Law
mit 0 <a < 2 beschreiben lassen. Geht man vereinfachend von einem Mittelwert

u =0 aus'’, dannunterliegen die wie folgt standardisierten Renditen

R),l+"'+ RT—ZI.;T = %,T
4T

(7)

bei Lévy—Stabilitdt unabhéngig vom Anlagehorizont T immer genau demselben
Verteilungsgesetz. Hieraus folgt insbesondere, dassder mdgliche Verlust bei einer
Haltedauer von T Tagen sich wie folgt aus dem Vaue & Risk fir einen Han-
delstag berechnet:

VaR(T Tage) = 4T VaR(1Tag) (8)

%T ist demnach der Scali ng-Faktor, um Renditen fur unterschiedliche Anlageho-
rizonte vergleichbar zu machen. Es handelt sich um eine offensichtliche Verall-
gemeinerung der Quadratwurzd-T Formel, mit der gemal’ Formel (4) bei Nor-

malverteilung (a = 2) eine Umrechnung fur verschiedene Zeithorizonte efolgt.

Die praktische Bedeutung dieses Ergebnisses wird jedoch durch folgenden Zu-
sammenhang eingeschrankt: Allgemein konvergiert die Verteilung der Summe
stochastisch unabhangiger, approximativ gemal? einem Power Law verteilter Zu-
fallsgroRen gegen eine bestimmte L évy-stabile Verteillung. Gilt fur den Tail Index
der Summanden a < 2, dannist dies auch der Tail Index der Grenzverteilung. Im
Fall von « = 2 erfolgt eine Konvergenz gegen die Normalverteilung, deren Flan-
ken sich nicht approximativ durch ein Power Law beschreiben lassen. Wie &-
wahnt ist nun aber « =2 der empirisch relevante Fall. In der Realitét der Finanz-

8 vgl. zur Lévy—Stabilit & Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications Val. 11
1966 Gopikirishnan et d., aa.O. (FN.13) S5313., Focardi, Fat Tail s, Scaling and Stable Laws: A Criti-
cal Lodk at Modding Extremal Eventsin Economic and Financial Phenomena, Discusgon Paper 2001-02
(Download: www.theintertekgroup.com/di scussonpapers.html).
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maérkte sind die Fat Tails offensichtlich so gering ausgeprégt, dassman noch end-
liche Varianzen bew. Volatilitéten erhét und deshalb der herkdmmliche zntrale
Grenzwertsatz zur Anwendung kommt*®. Tatsadhlich scheint fir langerfristige
Renditen Uber einen Zeitraum von mehr als ca 4 Handelstagen eine allerdings

langsame Konvergenz zur Normalverteilung beobachtbar zu sein®®.

V. Zusammenfassung

Unter der klasgschen Normalverteil ungsannahme verbirgt sich hinter dem Value
at Risk zunéchst nichts anderes als ein bestimmtes Vielfaches der Standardabwei-
chung. Dies ergibt sich einfach daraus, dassbei Normalverteilung die Wahr-
scheinlichkeit fir einen negativen Ausschlag von zum Beispiel mehr als 2,33 bzw.
1,65 Standardabweichungen genau 1% bzw. 5% betragt. Problematisch fir das
Risikomanagement ist jedoch die Tatsadhe, dassdie Wahrscheinlichkeit sehr ho-

her Verluste durch die Normalverteilung mitunter erheblich unterschétzt wird.

Rein auf der Normalverteil ungsannahme beruhende Schétzverfahren werden fr
den Value a Risk daher regelmaiig zu niedrige Kennziffern liefern. Eine bessere
Beschreibung der Haufigkeit extremer Verluste ist wie gezeigt mit Hilfe einesre-
lativ einfachen Power Laws moglich. Dieser Zusammenhang lésst sich unmittel-
bar fur die Value-at-Risk-Methodik fruchtbar machen. Datrotz der Fat Tailsin
der Realitét offensichtlich noch endliche Varianzen vorliegen, kommt jedoch fur
Renditen Uber einen langeren Zeithorizont der zentrale Grenzwertsatz zur Anwen-

dung, so dasshier eine Konvergenz gegen die Normalverteilung zu erwarten ist.

7 Ansonsten gilt eine entsprechende Aussage firr die Abweichungen vom Mittelwert bzw. Lageparame-
ter.

'8 Ein Sonderfall ist ein Tail Index a=2, der trotz bereits unendlich groRer Varianz auch noch im Anzie-
hungsbereich der Normalverteilung li egt.

9vgl. Gopikirishnan et al., aa.0. (FN.13).



Abb. 1; Value at Risk fiir ein Konfidenzniveau von 99%
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Abb. 2: Doppdt logarithmische Dar stellung der kumulierten Haufigkeitsver-
teilung von Dax-Tagesrenditen (30.9.1959—-5.7.2002
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