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Modellierung von Abhingigkeiten in der Bankpraxis: Bei ver-
schiedenen finanzwirtschaftlichen Fragestellungen ist die Mo-
dellierung von Abhingigkeiten zwischen den Risikofaktoren
eines Portfolios eine zentrale Herausforderung.' Als aktuell sehr
bedeutende Anforderung ist die Ermittlung des Gesamtbank-
risikoprofils nach AT 4.1 MaRisk hervorzuheben. Hier sind die
verschiedenen Risikoarten (insbesondere Marktpreisrisiken,
Adressrisiken, Liquidititsrisiken und operationelle Risiken) zum
Gesamtrisiko des Kreditinstituts zu aggregieren, beziehungswei-
se es ist als differenziertere Information die Verteilung der mog-
lichen Werte der Gesamtbank bezogen auf einen Risikohorizont
zu ermitteln.

Zusammenfiihrung der einzelnen Risikowerte

Mit der Quantifizierung des Gesamtrisikoprofils ist somit die
zentrale Frage der geeigneten Zusammenfiithrung der einzelnen
Risikowerte verbunden, zum Beispiel des CVaR des Kreditbuches
(Haltedauer iiblicherweise ein Jahr, Konfidenzniveau zum Bei-
spiel 99,5 Prozent) mit dem VaR des Zinsbuchs (Haltedauer
zum Beispiel drei Monate, Konfidenzniveau zum Beispiel 95 Pro-
zent). Alternativ kénnen direkt die Chancen-Risiko-Verteilungen
je Risikoart zusammengefiihrt werden.” Neben der einheitlichen
Skalierung der Haltedauer sowie des Konfidenzniveaus ist zu kla-
ren, wie Korrelationen beziehungsweise allgemeine Abhingig-
keiten zwischen den einzelnen Risikoarten Berticksichtigung fin-
den konnen: Bei einer bloRen Addition von VaR-Werten (wie
aktuell in der Bankpraxis bisweilen als "Lésungsansatz” beob-
achtbar) blieben die Diversifikationspotenziale zwischen den
Risikokategorien unberiicksichtigt. Neben der Ableitung des
Gesamtbankrisikoprofils kann man als weitere wichtige Beispiele
nennen:

* Ermittlung des Gesamtbankrisikos im Rahmen der
strategischen Asset-Allokation:
Bei der strategischen Asset-Allokation wird ein Optimierungs-
problem gel6st, bei dem die Zielfunktion in der Regel eine Er-
trags-Risiko-Relation ist. Die Ermittlung des Gesamtbankrisikos
im Rahmen des Optimierungsproblems ist methodisch analog
zur Fragestellung der Ermittlung des Gesamtbankprofils.

¢ Ermittlung der Adressrisikoverteilung und des
Credit-Value-at-Risk (CVaR):
Jedes CVaR-Modell hat als Hauptbestandteil ein Korrelations-
modell, bei dem simultan Risikofaktoren simuliert werden, um
das systematische Risiko im Adressrisikoportfolio zu model-
lieren.

¢ Ermittlung der Modellpreise von CDO- Tranchen:
Wihrend die obigen Fragen die Risikomessung betreffen, ist
eine Preisermittlung fiir Kreditderivate eine Bewertungsfrage.
Jedoch liegen diesen Instrumenten Portfolios zugrunde, so
dass die Adressrisikoverteilung des zugrunde liegenden Port-
folios (Underlying) und deren Entwicklung im Zeitverlauf in
die Bewertung integriert werden muss.’

Aggregation von Verteilungen mittels Faltung
und Limitationen

Im nichsten Abschnitt wird zunichst auf die Thematik der
Aggregation von einzelnen Verteilungen zu einer Gesamtver-
teilung eingegangen. Im anschliefenden Abschnitt wird dann
explizit auf die Copula-Funktionen eingegangen, die die "Spiel-
regeln" fiir die Modellierung der Abhéngigkeit zwischen den Ver-
teilungen sind.

Das Basisverfahren zur Aggregation von Verteilungen zu einer
Gesamtverteilung wird in der Mathematik als Faltung bezeichnet.
Die Bedeutung der einzelnen Verteilung ist zum Verstandnis des
Verfahrens irrelevant. Die einzelnen Verteilungen kénnen zum
Beispiel die Randverteilungen der Risikoarten (Adressenrisiko,
Marktpreisrisiko,...) oder aber einzelner Kreditnehmer oder Emit-
tenten im Rahmen eines CVaR-Modells sein.

Die Grundidee der Faltung zeigt das folgende Beispiel. Gegeben
seien die Hiufigkeitsverteilungen fiir die Risikoarten X (zum Bei-
spiel Zinsinderungsrisiko) und Y (zum Beispiel Aktienkurs-
risiko)*. Die Wahrscheinlichkeiten fiir den Eintritt der entspre-
chenden Wertinderungen seien PX, PY (Abbildung 1).

1. Hiufigkeitsverteilungen fiir Risikoarten X und Y

X PX Y PY
-1 20% -2 10%
o 60% o 70%
1 20% 2 20%
Summe 100% Summe 100%
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Bildet man nun alle gemeinsam méglichen Kombinationen,
(zum Beispiel den Eintritt von X = o und Y = -2) so erhilt man
Abbildung 2.

2. Gemeinsame Eintrittshiufigkeiten fiir Wertinderungen

je Risikoart

X/Y 1 o 1
-2 2% 6% 2%
o 14% 42% 14%
2 4% 12% 14%

Graphisch resultiert ein Gebirge (Abbildung 3).

3. Gemeinsame Hiufigkeitsverteilung fiir die Wertinderungen

je Risikoart

45%

Zur Ermittlung der eigentlich gewiinschten Verteilung der Wert-
konsequenzen miissen alle Wertkombinationen zur Zielgrofle Z
(Z = X +Y) addiert werden. Bei der Faltung werden die Koor-
dinaten der Paare addiert und im Fall, dass verschiedene Kombi-
nationen zum selben Summenwert fithren (zum Beispiel
2=0+2und 2 =2 + 0), aufsummiert (Abbildung 4).

4. Gemeinsame Haufigkeitsverteilung — Ergebnis der Faltung
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Betrachtet man das obige Beispiel, wire mit der Faltung eine ein-
fache Methode gefunden, die es ermdglicht einzelne Randvertei-
lungen zu einer Gesamtverteilung zusammenzuftihren. Eine
Grenze des Verfahrens ist, dass es nur im Fall der Unabhingig-
keit angewendet werden kann. Des Weiteren stoft das kombina-
torische Auswerten im Falle von Verteilungen mit vielen Stiitz-
stellen (dies istim Fall der Verteilungen fiir Adressenrisiken oder
Marktpreisrisiken gegeben) und bei gleichzeitigem Vorliegen von
mehreren Risikoarten (zum Beispiel zehn Assetklassen in der stra-
tegischen Asset-Allokation) schnell an kombinatorische Grenzen.

Ausweg: Simulationsbasierte Copula-Modelle

In der Praxis wird das Aggregationsproblem in folgenden vier
Schritten geldst.

Schritt 1 — Simulation gleichverteilter Zufallszahlen
(Eigentliches Copula-Modell):

Es werden mittels einer Monte-Carlo-Simulation je Szenario
(zum Beispiel 20000) abhingige, gleichverteilte Zufallszahlen
fur alle Risikoarten (zum Beispiel Zins- und Adressrisiko) gene-
riert.

Schritt 2 — Quantil-Mapping’ (Randverteilungen):

Es erfolgt ein Abgleich der jeweiligen gleichverteilten Zufallszahl
mit dem zu dieser Wahrscheinlichkeit geh6rigen Quantil (= Wert-
anderung) der jeweiligen Randverteilung.

Schritt 3 — Addition der Ergebnisse (Gesamtbankrisiko):
Je Simulationsszenario werden die Simulationsergebnisse je Risiko-
art addiert.

Schritt 4 — Auswertung der Gesamtverteilung:
Es wird die Hiufigkeitsverteilung fiir die Gesamtbank auf Basis
aller Szenarien ermittelt.

Auf Schritt 1 und die Copula-Funktionen als Grundlage der Ab-
hingigkeitsmodellierung wird erst im nichsten Abschnitt einge-
gangen. An dieser Stelle wird der Vorgang einfach als das Werfen
von abhingigen Konfidenzniveaus fiir die Risikoarten aufgefasst.
Die Abbildung 5 illustriert das Quantil-Mapping aus Schritt 2.

Beim Quantil-Mapping wird die in Schritt 1 geworfene abhingi-
ge Zufallszahl (Konfidenzniveau) mit dem Konfidenzniveau der
zugehorigen Randverteilungen verglichen. Im Beispiel wird als
21 Prozent-Konfidenzniveau ein Verlust von 0,8 Euro ermittelt. In
Schritt 3 werden je Szenario zufillige Wertinderungen erzeugt
und addiert, um die gesamte Wertinderung des Portfolios zu er-
mitteln. In Schritt 4 wird die Hiufigkeitsverteilung anhand der
simulierten Szenarien ausgewertet. Die Schritte 2 bis 4 haben
nichts mit der im folgenden Kapitel erlduterten Copula-Funktion
selbst zu tun.
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5. Quantil-Mapping
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Copula-Funktionen — Definition und Logik

Eine Copula-Funktion beschreibt die funktionale Abhingigkeit
zwischen verschiedenen Zufallsvariablen, die durch (Rand-)Ver-
teilungen reprisentiert werden. Der Ansatz der Copula-Funktion
wurde 1959 von Sklar, A. in der Wahrscheinlichkeitstheorie ein-
gefiihrt.

Formal sind Copula-Funktionen multivariate Verteilungsfunk-
tionen, deren Randverteilungen gleichverteilt sind.® Mittels
Copula-Funktionen kénnen beliebig verteilte Zufallsvariablen
mit beliebigen Abhingigkeitsstrukturen zu neuen gemeinsamen
Verteilungsfunktionen verkniipft werden (Abbildung 6).

6. Zusammenfiigen von Randverteilungen und Copula

Copulaals Randverteilungen
Verlinkungsfunktion Fy (%), o (X5)
C(u1, u2) 22

z.B. Normal Copula z.B. Normalverteilung

Gemeinsame Verteilung H(x;, x,) = C(F; (x;), F,(x5))

Multivariate Normalverteilung

Nutzen und Arten von Copula-Funktionen
Nutzen im Hinblick auf Aggregation von Risiken sind:”

e Risikoarten / Risikofaktoren miissen im Hinblick auf die
Aggregation nicht als normalverteilt angenommen werden. Es
sind beliebige Verteilungen zulissig.

* Die Abhingigkeit zwischen den Risikoarten / Risikofaktoren
muss nicht mittels linearer Abhingigkeit abgebildet werden.
Anzumerken ist, dass die Technik der Copula-Funktionen zwar
bereits seit geraumer Zeit in den Kreditrisikomodellen ange-
wendet wird und dort etabliert ist, dies aber wohl nur den Fach-
spezialisten bewusst war. So liegt sowohl in Credit-Metrics®
als auch in CPV Direkt eine so genannte GauR- oder Normal-
Copula zur Modellierung der Korrelationen zugrunde.

Es gibt zwei Hauptklassen von Copula-Funktionen. Zum einen
die elliptischen Copula-Funktionen. Zu diesen zihlen die zurzeit
in der Praxis am meisten genannten Copula-Funktionen, die Nor-
mal- oder Gauf3-Copula und die t- oder Student-Copula. Beides
sind so genannte implizite Copula-Funktionen, da es keine ein-
fache geschlossene Form fiir diese Copulas gibt.

Die andere Klasse von Copulas, die so genannten archimedischen
Copulas, werden in der bankpraktischen Literatur gegenwartig
noch kaum betrachtet. Im Gegensatz zu den elliptischen Copulas
kénnen mit ihnen auch asymmetrische Abhingigkeiten in den
Rindern der Verteilungen abgebildet werden.

Normal-Copula: Die Simulation der abhdngigen gleichverteilten
Zufallszahlen fiir Schritt 1 mit der Normal-Copula erfolgt unter
Anwendung einer Umwandlung in korrelierte standardnormal-
verteilte Zufallszahlen mittels der Cholesky-Faktorisierung und
anschliefender Riicktransformation. Die Abbildung 7 illustriert
die Transformationsschritte der Normal-Copula.

t-Copula: Mittels der t- oder Student-Copula-Funktion gelingt es,
stirkere Abhingigkeiten zwischen extremen Ereignissen abzu-
bilden. Somit konnen gemeinsame starke Marktbewegungen in
Realitit besser als durch die Normal-Copula erfasst werden. Wie
die Normal-Copula weist auch die t-Copula ein symmetrisches
Abhingigkeitsverhalten auf.? Die t-Copula hat zusitzlich zur Kor-
relation einen weiteren Parameter, den so genannten Freiheits-
grad. Die Abbildung 8 illustriert den Effekt der Teilabhingigkeit
bei mittels Normal- und t-Copula simulierten Zufallszahlen. Die
Simulation der abhingigen gleichverteilten Zufallszahlen fur
Schritt 1 mit der Student-Copula kann nicht analog erfolgen, es
muss eine zusitzliche Transformation unter Verwendung von
Chi-Quadrat verteilten Zufallszahlen erfolgen.

Clayton-Copula: Die Abbildung 9 illustriert die Simulation ab-
hingiger gleichverteilter Zufallszahlen, die mit der archimedi-
schen Clayton-Copula simuliert wurden. Die erste Grafik zeigt die
Clayton-Copula.
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7. Normal-Copula
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8. Normal- versus t-Copula
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9. Clayton-Copula
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10. Aggregation von Marktpreis- und Adressrisikoverteilung zum Gesamtbankprofil
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Im Gegensatz zur Normal- und t-Copula kénnen auch asymme-
trische Abhingigkeiten zwischen den Randern abgebildet wer-
den. Dies ist dann relevant, wenn Chancen und Risiken in der
Realitit nicht symmetrisch eintreten. Ausfithrungen zur Simula-
tion von archimedischen Copulas finden sich in Cherubini et al.,
2004.

Auswahl der Copula und Schitzung der Parameter: Aufgrund der
Datenverfiigbarkeit gilt es, sich gegenwirtig sowohl mit Fragen
der Auswahl der geeigneten Copula wie auch mit der Schitzung
der Parameter (zum Beispiel Maximum Likelihood Methoden)
fiir die jeweilige Copula auseinander zu setzen. So ist fiir die Nor-
mal-Copula die Korrelationsmatrix und fiir die t-Copula zusitz-
lich der Freiheitsgrad zu schitzen. Im Hinblick auf die Auswahl

der Copula existieren unterschiedliche statistische Verfahren. Fiir
Details zu den Fragestellungen sei auf das Buch von Cherubini et
al verwiesen.

Heuristisch kann man sich im zweidimensionalen Fall beziiglich
der Auswahl der Copula zum Beispiel am empirischen Plot ori-
entieren, um Riickschliisse auf Teilabhingigkeiten oder Asym-
metrie zu ziehen.
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Beispiel Gesamtbankrisiko

Eine zentrale Anwendungsmoglichkeit der Copula-Funktionen
ist die Ermittlung des Gesamtbankrisikos, das zum Beispiel im
Rahmen der Risikotragfihigkeitsanalysen der MaRisk wie auch
bei der strategischen Asset-Allokation benétigt wird. Gegenwartig
wird hierftir hdufig das Verfahren der korrelierten Addition an-
gewandt, das auf Normalverteilungsannahmen beruht. Beispiel-
haft wurde fiir eine fiktive Bank die Marktpreisrisiko- und die
Addressrisiko-Chancen-Risiko-Verteilung mittels verschiedener
Verfahren im Hinblick auf das Gesamtrisiko zum Konfidenz-
niveau 99,5 Prozent analysiert.

Verglichen wurden die Ergebnisse fiir eine Korrelation von 30
Prozent von

e Faltung (keine Korrelation),
e Korrelierte Addition,

e Normal-Copula,

e Student-Copula.

Die Ergebnisse fiir den VaR (negative Abweichung von der Er-
wartung) sind in der folgenden Abbildung 11 dargestellt.

11. Ergebnisvergleich der unterschiedlichen Methoden

Korrelierte Normal- S s
Kennzahl Faltung o Copula Frei-
Addition Copula f
heitsgrad 3)
VaR 99,5 Pro-
zent in Tau- 14.313 15.582 16.239 17.612
send Euro

Da die Faltung keine Abhingigkeit berticksichtigt, wird das Ge-
samtrisiko unterschitzt. Die korrelierte Addition ist nicht in der
Lage die Schiefe der Verteilungen adiquat abzubilden. Dies wird
durch Anwendung der Normal-Copula erreicht. Das Ergebnis der
Student-Copula ist hoher, da durch sie eine stirkere Teilabhin-
gigkeit modelliert wird.

Copula-Funktionen sind gegenwartig dabei, sich zum Standard-
verfahren zur Aggregation von Risiken zu entwickeln. Der ein-
fachste Weg hierbei ist sicher, zunichst die Normal-Copula an-
zuwenden. Diese bietet gegeniiber dem Noch-Standard-Verfah-
ren der korrelierten Addition bei der Gesamtbankrisikoaggrega-
tion den Vorteil, bei gleicher und bereits verfiigbarer Inputanfor-
derung (Randverteilung und Korrelation zwischen den Risiko-

arten) bessere Ergebnisse zu liefern. Der Einsatz der Copula-
Funktionen ist trotz sicherlich noch bestehenden Forschungsbe-
darfs (etwa im Hinblick auf die Wahl der "richtigen" Copula und
der Parameterschitzung) gerechtfertigt. Bei der Kreditrisiko-
modellierung sind diese Techniken bereits State-of- the-Art.
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